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Vorwort

Gegenstand dieses Lehrbuchs sind statistische Modelle der Regressionsanalyse,
die in den modernen Sozialwissenschaften eine zunehmende Bedeutung erlangen
bzw. teilweise bereits zum fortgeschrittenen Standardrepertoire gehoren. Es
bietet eine Einflihrung in Verfahren fiir kategoriale, nicht normal verteilte ab-
hingige Variablen, die fiir die Analyse von Zustinden verwendet werden und
aus denen sich das Verfahren der Ereignisanalyse (synonym: Hazardratenmodel-
le, Survivalanalyse, Failure-time-models) herleiten lasst. Als Einfiihrung in diese
anspruchsvolle Materie setzt das Buch daher solide Grundkenntnisse der deskrip-
tiven und der schliefenden sozialwissenschaftlichen Statistik sowie der linearen
Regression voraus, die mindestens auf dem Niveau eines griindlichen Studiums
der Lehrbiicher von Urban und Mayerl (2006) und Diaz-Bone (2006) liegen
sollten.

In der Okonometrie werden die hier dargestellten Verfahren hiufig unter dem
Sammelbegriff der ,,Categorical and Limited Dependent Variables“-Modelle
behandelt (Maddala 1983; Long 1997; Greene 2000, S. 896). Aus einer anderen
Perspektive lésst sich zeigen, dass nahezu alle der hier besprochenen Analyse-
verfahren einer Familie von Modellen angehoren, die als generalisierte lineare
Modelle bezeichnet wird.

Wenngleich moderne Lehrbiicher der Okonometrie auch didaktisch auf ho-
hem Niveau sind (Cameron und Trivedi 2005; Cameron und Trivedi 2009; Gree-
ne 2000; Wooldridge 2005), ist die Art der Darstellung manchen Studierenden
und Forschenden auBerhalb der Okonomie und der Statistik schwer zuginglich,
weil die formale Darstellung die verdichtete Matrixschreibweise nutzt. Darauf
wird in diesem einfiihrenden Lehrbuch weitgehend verzichtet. Das anwendungs-
orientierte Buch soll eine Liicke schlieBen zwischen den modernen mikro-
6konometrischen Verfahren und den Lehrinhalten guter BA-Statistikkurse in der
Soziologie.

Neben der Vermittlung von Kompetenzen, die immer das priméire Ziel eines
Lehrbuches darstellen soll, wird durch den hoffentlich nachvollziehbaren Um-
gang mit Formeln und durch die méglichst anschaulichen Beispiele versucht, in
die Materie einsteigenden Studierenden und Forschenden Begeisterung die Mog-
lichkeiten dieser Methoden nahezulegen. Eine Idealvorstellung fiir ein Einfiih-
rungsbuch in fortgeschrittene Methoden besteht darin, dass auch erfahrene For-
scherinnen und Forscher wihrend der praktischen Arbeit davon profitieren.
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Ein Lehrbuch iiber formale Methoden setzt sich in besonderem Mafle dem
Risiko fehlerhafter Darstellungen aus. Gewiss konnen auch inhaltlich-
substanzielle sozialwissenschaftliche Darstellungen in Lehrbiichern richtig oder
falsch sein, aber das Wesen der formalen Methoden besteht gerade darin, mog-
lichst prédzise zwischen richtig oder falsch unterscheiden zu kénnen. Beim Autor
ruft diese Tatsache natiirlich Unbehagen hervor, zumal Rezensionen von Lehr-
bilichern durchaus streng sein konnen.

Eine kontinuierlich aktualisierte Liste mit Korrekturen wird fiir dieses Buch
erstellt und ist dem begleitenden Datenpaket beigefiigt. Dieses Paket ist online
abrufbar unter:

http://www.barkhof.uni-bremen.de/~mwindzio/ereignisse.zip

Fiir alle in dem Buch besprochenen Analyseverfahren werden praktische An-
wendungen durchgefiihrt. Die Analysen basieren auf der mittlerweile sehr pro-
minenten Software Stata. Grundkenntnisse in Stata sind fiir ein Verstindnis
der praktischen Ubungen notwendig, wenngleich die prdsentierte Syntax fast
immer sehr einfach strukturiert ist. Die in den Ubungen verwendeten Daten kon-
nen zwar auch mit der Stata Version 9 eingelesen werden, aber nicht alle (je-
doch die weit liberwiegende Zahl) der Modelle lassen sich mit dieser Version
schiatzen. Empfohlen werden Versionen ab stata 10. Im Text wird darauf
hingewiesen, welche Zusatzmodule (ado-files) jeweils zu installieren sind. Auf-
grund unterschiedlicher Versionen kann es hier zu Komplikationen kommen. Mit
meiner 12er Version von Stata lduft alles problemlos, eine Aktualisierung der
ados konnte bei Fehlermeldungen helfen. Sollten dltere Versionen der ados in
Stata 12 partout nicht funktionieren — z.B. mlogtest oder prgen —, sollte
jeweils vor dem letzten Schatzmodell mit dem Befehl version 9 auf die dltere
Stata Version umgestellt werden (anschlieend zuriick mit version 12).

Vor jeder Ubungssitzung muss ein sogenanntes globales Makro pfad defi-
niert werden, damit man ohne viel Schreibarbeit die jeweils zu verwendenden
Datensitze iiber das Internet einlesen kann. Dies geschieht mit dem folgenden
Befehl:

global pfad http://www.barkhof.uni-bremen.de/~mwindzio/

Ist das Makro einmal definiert, kann man z.B. mit dem Befehl use
$pfad/logit.dta, clear den Analysedatensatz fiir die bindre logistische
Regression einlesen. Ist der PC nicht mit dem Internet verbunden, sollten alle in
dem Archiv ereignisse.zip enthaltenen Dateien nach c:\temp\ kopiert
werden. AnschlieBend ist das globale Makro folgendermafen zu definieren:
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global pfad c:\temp\

Die im Buch dargestellte stata Syntax ist als do-file models.do in ereig-
nisse.zip enthalten, so dass man die Syntax nicht eigenhédndig schreiben
muss. Ob ,.copy & paste” empfehlenswert ist, oder ob das eigenhéndige Ab-
schreiben der Befehle nicht doch eine didaktische Funktion erfiillt, bleibt der
Leserin und dem Leser iiberlassen.

Grofler Dank gebiihrt Reinhold Sackmann fiir seine schier unerschopfliche
Geduld, die er mit mir als sdumigen Autor hatte. Gleiches gilt fiir den VS-
Verlag. Sarah Oldenburg las den Text Korrektur und leistete zudem groBartige
Unterstiitzung bei der Transkription des Manuskriptes. Sehr wertvolle inhaltliche
Kommentare zu vorldufigen Fassungen des Buches und wichtige Korrekturhin-
weise kamen von Timm Fulge, Katharina Grof3, Michael Hanslmeier, Reinhold
Sackmann und insbesondere von Alexander Gattig. Ausgewihlte Kapitel kom-
mentierten Johannes Huinink, Thorsten Schneider, Janna Teltemann und Maxi-
milian Trommer. Thnen allen gebiihrt grofer Dank. Sie alle trugen mafgeblich
zur Verbesserung des Buches bei. Selbstverstindlich sind verbleibende Méngel
allein von mir zu verantworten. Zu danken habe ich auch den Studierenden des
Masterprogramms Soziologie und Sozialforschung an der Universitit Bremen,
die in der Vorlesung das eine oder andere didaktische Experiment {iber sich er-
gehen lassen mussten. Hoffentlich geschah dies iiberwiegend unauffillig und
ohne irreparable Folgeschédden.

Bei der Arbeit an diesem Buch musste ich zwei Dinge einsehen: Erstens soll-
te man sich niemals auf einen Abgabetermin einlassen, wenn das Buch nicht
bereits in weiten Teilen geschrieben ist. Zweitens bleibt aufgrund der aufge-
scheuchten Stimmung in einer zertifiziert exzellenten, zugleich aber chronisch
unterfinanzierten Universitdt kaum Zeit fiir das Verfassen von Lehrbiichern. Die
Tatsache, dass dieses Buch dennoch fertig wurde, ist der Inspiration durch einige
wunderbare Lehrbiicher und Aufsitze der angewandten Statistik und Okonomet-
rie zu verdanken. Schon wire es, wenn zumindest ein Teil dieser Inspiration
auch in dieses Buch hiniiber gerettet werden konnte.

Bremen, im Mai 2013 Michael Windzio
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1 Einleitung. Zustinde und Ereignisse in den
Sozialwissenschaften

Gegenstand dieses einfithrenden Buches sind statistische Verfahren zur Analyse
von Daten, mit denen entweder das Eintreten von Ereignissen oder ein aktueller
Zustand erklédrt wird. Der Fokus auf Zustdnde und Ereignisse mag zunichst den
Anschein erwecken, es handele sich um spezielle Methoden, die im Alltag der
empirischen Forschung selten verwendet werden. Bei genauer Betrachtung wird
aber deutlich, dass die modernen sozial- und verhaltenswissenschaftlichen Dis-
ziplinen sich hdufig mit Ereignissen und Zustinden beschiftigen. Zwar werden
etwa in der soziologischen Sozialstrukturanalyse auch heute noch Deskriptionen
von sozialen Milieus (SINUS) oder bildliche Darstellungen von Ungleichheit in
Form einer ,,Zwiebel“ (Geiler 2006, S. 98) verwendet. Obwohl diese Darstel-
lungen wichtige Erkenntnisse {iber den Zustand einer Gesellschaft liefern, kon-
nen sie nicht erkldren, warum gerade die eine oder die andere Person eine mehr
oder weniger giinstige Position in der Ungleichheitsstruktur innehat. Erklarungen
dieser Art setzen die Verwendung von Individualdaten iiber Personen oder
Haushalte voraus. Aus der Perspektive von Individualdaten stellt die soziale
Lage einer Person einen Zustand dar, der iiber unterschiedliche Pfade der Karrie-
remobilitdit im Lebenslauf erst erreicht werden muss (Windzio 2000). Die Ge-
sellschaft als dynamisches System konstituiert sich aus Prozessen auf der Mikro-
ebene, die mit Zustandswechseln einhergehen. Zustdnde und Zustandswechsel
resultieren aus Ereignissen, und die zeitliche Lagerung von Ereignissen im Le-
benslauf kann wiederum Folgen haben fiir die Dauer der anschlieBenden Zustén-
de und die Chancen oder Risken von weiteren Ereignissen.

1.1 Ereignisse in der sozialwissenschaftlichen Forschung

In der soziologischen Ungleichheitsforschung hat sich die Einsicht durchgesetzt,
dass manche Statuspositionen, wie z.B. Armut, hdufig nur temporidre Phanomene
im Lebenslauf darstellen. Nehmen wir ein beriihmtes Beispiel aus der Armuts-
forschung der 1990er Jahre: Betrachtet man eine Zugangskohorte in die Sozial-
hilfe, dann stellt man fest, dass — je nach Art der Definition von Bezugsepisoden
— nach nur ca. 17 Monaten 50% wieder aus dem Sozialhilfebezug ausgestiegen
sind (Buhr 1994, S. 113) und die akute Armutslage somit {iberwunden haben.

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Fiir die Bewertung der sozialen Ungleichheit einer Gesellschaft macht es einen
groflen Unterschied, ob eine Gruppe entweder dauerhaft in Armut lebt, oder ob
das Armutsrisiko zwar tief in die Mittelschicht hinein reicht, aber von kurzen
Episoden dominiert ist. Prozesse des Einstiegs in und des Ausstiegs aus der Ar-
mut sind Ereignisse und lassen sich nur auf Basis von personenbezogenen
Léangsschnittdaten untersuchen. Dasselbe gilt fiir Ereignisse der Wiederbeschaf-
tigung nach Arbeitslosigkeit (Ludwig-Mayerhofer 1990), der Riickfalligkeit von
Strafentlassenen (Windzio 2006a), der Griindung und Auflosung von Wirt-
schaftsbetrieben (Hannan und Freeman 1989; Hannan und Carroll 1992;
Schunck und Windzio 2009), der Wiedereinweisung von entlassenen Psychiat-
riepatienten (Mesch und Fishman 1994), der Geburt von Kindern (Huinink
1989), der Heirat, Scheidung (Briiderl et al. 1997) und Wiederheirat (Klein
1990b; Lankuttis und Blossfeld 2003), dem Sterben der eigenen Eltern (Klein
1990a), aber auch, aus international vergleichender Perspektive, Ereignisse des
Regimewechsels in Nationalstaaten, z.B. von einem Einparteienregime oder
einer Diktatur zu einem Mehrparteiensystem (Hannan und Carroll 1981). Unter-
sucht man Lebenschancen und Risikolagen aus einer Lebenslaufperspektive oder
erforscht man grundlegende institutionelle Verdnderungen, wird deutlich, wie
sehr das soziale Leben durch Ereignisse geprigt ist. Die Theorie kognitiver und
sozialer Systeme hat seit jeher den dynamischen Charakter von Ereignissen her-
vorgehoben (Luhmann 2005, 1992). Moglicherweise wird die quantitativ-
empirische Ereignisanalyse das Abstraktionsniveau dieser Theorie niemals ope-
rationalisieren konnen — nichtsdestotrotz teilen beide Perspektiven eine syste-
misch-dynamische und ereignisbasierte Sichtweise auf die Gesellschaft.

Auf der Basis von Daten, die Auskunft iiber Ereignisse geben, lassen sich
Regressionsmodelle schitzen, um Hypothesen iiber Einflussfaktoren auf den
Eintritt von Ereignissen zu testen. In Abhéngigkeit von der Untersuchungsfrage-
stellung und der jeweils verfiigbaren Information kann das Eintreten von Ereig-
nissen unter verschiedenen Blickwinkeln analysiert werden: Welche Faktoren
wirken sich darauf aus, ob ein Ereignis eintritt oder nicht? Welche Bedingungen
fordern den Ubergang von einem Einparteienregime zu einer Mehrparteiende-
mokratie? Wovon hédngt es ab, wie stark eine Person im Zeitverlauf dazu neigt,
ein bestimmtes Lebenslaufereignis zu erleben oder nicht? Aufgrund welcher
Faktoren erlebt eine Person in einem bestimmten Zeitraum mehr Ereignisse (z.B.
Jobwechsel oder Gewaltdelikte) als andere?

In diesem Lehrbuch werden aber nicht nur Methoden der Ereignisanalyse
dargestellt. Dieses Verfahren stellt nur eines von vielen Verfahren aus der Fami-
lie der generalisierten linearen Modelle dar. Der Einstieg in das Thema erfolgt
zunichst liber die Darstellung dieser Modellfamilie; anschlieBend wird die bindre
logistische Regression behandelt, die selbst zu einer Variante der Ereignisanaly-
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se verallgemeinert werden kann. Die Kenntnis der bindren logistischen Regressi-
on ist daher tiberaus hilfreich fiir das Verstdndnis der Ereignisanalyse.

1.2 Die Erklirung von Zustinden

Die Ereignisanalyse erklért aus einer dynamischen Perspektive die Neigung der
Untersuchungseinheiten, im Zeitverlauf einen Ubergang von einem Ausgangs- in
einen Zielzustand zu erleben. Jedoch ist es in vielen Fillen ebenfalls von Bedeu-
tung, aus einer zunichst ,statischen* Perspektive zu erkldren, welche Untersu-
chungseinheiten aufgrund welcher Merkmale einen jeweiligen Zustand einneh-
men bzw. in welchem Zustand sie sich aktuell befinden. Man fragt z.B. danach,
welche Faktoren sich auf die Wahrscheinlichkeit auswirken, aktuell auf einer
befristeten Arbeitsstelle beschiftigt zu ein. Oder man untersucht, liber welchen
Allokationsweg (z.B. Arbeitsamt oder soziales Netzwerk) Personen ihre jeweili-
ge Arbeitsstelle gefunden haben. Eine typische Fragestellung aus der kriminolo-
gischen Forschung besteht darin zu erkldren, warum Jugendliche innerhalb eines
bestimmten Zeitraumes entweder ein Gewaltdelikt begangen haben, bzw. wenn
sie zu Gewaltdelikten neigen, wie viele Delikte dies waren (Windzio und Baier
2009). Aus ersterer Information lésst sich die Prdvalenz (d.h. die Ausbreitung)
des Merkmals ,, Téter* in der Population vorhersagen, aus der zweiten Informati-
on die /nzidenz (d.h. die Auftretenshiufigkeit) von Gewaltdelikten.

Anhand dieser Beispiele wird deutlich, dass die abhidngige Variable ,,Zu-
stand“ auf unterschiedlichen Skalenniveaus gemessen werden kann. Sie kann
bindr, ordinal (z.B. die ,;subjektive Schichteinstufung® in Ober-, Mittel- oder
Unterschicht) oder nominal skaliert sein. Weil Regressionsmodelle immer auf
einer Annahme tiiber die Verteilungsform der abhingigen Variablen basieren,
bestimmt insbesondere deren Skalenniveau die Wahl eines angemessenen Re-
gressionsmodells (z.B. bindre logistische oder ordinale Regression).

Ein weiterer wesentlicher Aspekt, der es sinnvoll erscheinen 14sst, Regressi-
onsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse in einem Lehrbuch gemeinsam zu be-
handeln, besteht darin, dass das Verfahren der bindren logistischen Regression
und ihr Verstdndnis einen sehr guter Einstieg darstellen, der hilft, die komplexe-
ren Verfahren der Ereignisanalyse zu erlernen. Wie gezeigt wird, ldsst sich das
Verfahren der bindren logistischen Regression generalisieren zu einem Modell
der Ereignisanalyse fiir diskrete Zeiteinheiten. Von der Basis einer guten Kennt-
nis der bindren logistischen Regression ausgehend ist es vermutlich einfacher,
das Prinzip der Hazardrate der Ereignisanalyse nachzuvollziehen.

Weitere inhaltliche Zusammenhédnge zwischen den hier beschriebenen Ana-
lyseverfahren sind offenkundig: Die Ereignisanalyse stellt ein Verfahren zur
Analyse von Ereignissen im Zeitverlauf dar, das beriicksichtigen kann — und
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muss —, dass bestimmte Beobachtungen rechtszensiert sind. Zensierung liegt vor,
wenn die Untersuchungseinheiten zu einem bereits beobachteten Zeitpunkt noch
kein Ereignis erlebt haben und der Beobachter daher die exakte Verweildauer im
Ausgangszustand nicht kennt. Das Problem der Zensierung existiert allerdings
auch in anderen Datensituationen — und dies wohl weitaus héaufiger, als sich die
meisten Forschenden in den Sozialwissenschaften bewusst sind. Es geht um das
Problem zensierter abhingiger Variablen und selektiver Stichproben: In diesen
Féllen ist bereits der Zustand in x, der als exogen verursacht angenommen wird
und als unabhingige Variable die abhéngige Variable beeinflussen soll, proble-
matisch. Er resultiert aus einem systematischen und mit der abhidngigen Variab-
len korrelierten Prozess, der ebenfalls modelliert werden sollte. Neben den {iibli-
chen Verfahren zur Erkldrung von Zustdnden, wie binére, ordinale und multino-
miale logistische Regression, werden daher auch die Tobit-Regression, das
Heckman-Modell fiir selektive Stichproben sowie die switching regression dar-
gestellt.

Noch eine weitere Uberzeugung liegt der Arbeit an diesem Buch zugrunde:
Sozialwissenschaftliches Denken sollte mindestens auch in Form von statisti-
schen Modellen erfolgen. Gerade die Logik von Datensituationen und statisti-
scher Modellbildung schirfen das Bewusstsein fiir und die kritische Sichtweise
auf Konzepte wie Zeit, Ursache und Wirkung, unbeobachtete Heterogenitét,
Selbstselektion und selektives Sample. Diese Konzepte sind nicht allein fiir die
statistische Modellbildung, sondern auch fiir substanziell-theoretische Argumen-
tationen in den Sozialwissenschaften von Bedeutung. Nur leider sieht man diese
Phénomene nicht, wenn man nicht in diesen Konzepten ausgebildet ist. Frei nach
Niklas Luhmann lésst sich sagen (Luhmann 1990, S. 85): Noch schlimmer — man
sieht nicht einmal, dass ein Problem vorliegen konnte, welches man nicht sehen
kann, wenn man nicht {iber die dafiir notwendigen Unterscheidungen verfiigt.

1.3 Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse: Kategoriale und
zensierte Daten

Die groBle Familie der generalisierten linearen Modelle hilt fiir jedes géngige
Skalenniveau der abhdngigen Variablen ein passendes Regressionsmodell bereit.
Die Standardformen aller in diesem Buch besprochenen Verfahren gehoéren zu
dieser Familie. Auch die Ereignisanalyse, die einen der Schwerpunkte dieses
Lehrbuches darstellt, 14sst sich durch das generalisierte lineare Regressionsmo-
dell motivieren. Zudem existieren Modelle fiir besondere Datensituationen, bei
denen bspw. die abhingige Variable entweder zensiert oder abgeschnitten ist
oder bei dem die Modellschidtzung auf einem selektiven Sample basiert.
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Modelle zur Ldsung derartiger Datensituationen sowie Modelle fiir die je-
weils unterschiedlichen Skalenniveaus, auf denen die abhéngigen Variablen
gemessen sind, werden in diesem Lehrbuch besprochen. Begonnen wird zu-
néchst mit einer knappen Abhandlung des generalisierten linearen Modells. In-
nerhalb der Familie dieser Modelle ist die bindre logistische Regression sehr
prominent. Wie gezeigt wird, ist die bindre logistische Regression die Grundlage
fiir sogenannte zeitdiskrete Modelle der Ereignisanalyse, aber auch anderer ver-
wandter Verfahren wie die ordinale und multinomiale logistische Regression,
sowie das konditionale und das nested Logit-Modell. Die Ereignisanalyse stellt
ein Verfahren zur Erkldrung von Zustandswechseln dar, die im Zeitverlauf ein-
treten. Dabei ist der Fokus sowohl auf die Frage gerichtet, ob ein Ereignis ein-
tritt, als auch auf die Frage, wann im Zeitverlauf das Ereignis eintritt. Allerdings
umfasst die Ereignisanalyse selbst wiederum eine grofle Familie von spezifi-
schen Modellen. Nicht alle kdnnen in diesem Lehrbuch Beriicksichtigung finden,
aber die wichtigsten werden ausfiihrlich behandelt und deren grundlegende Lo-
gik — sowohl von semiparametrischen als auch von parametrischen Modellen —
wird illustriert.

Im Anschluss an die Darstellung der Ereignisanalyse werden Modelle fiir
Zahldaten beschrieben. Zahlvariablen sind zwar diskret (und nicht stetig), aber
trotzdem metrisch skaliert. Sie messen ganzzahlige Werte etwa von Kindern, die
Frauen im Alter von 40 haben, oder Jobwechsel als Resultat von Arbeitsmarkt-
prozessen, die junge Berufseinsteiger im Alter von 25 bereits erlebt haben. In-
nerhalb der Familie der Zahldatenmodelle gibt es unterschiedliche Varianten, die
fiir spezifische Datensituationen angemessen sind. Besprochen werden daher
auch statistische Testverfahren, die dem Anwender bzw. der Anwenderin die
Entscheidung iiber die Wahl eines spezifischen Modells erleichtern sollen.

Des Weiteren werden Generalisierungen der multinomialen logistischen Re-
gression behandelt, die unter anderem dann interessant werden, wenn es zu Ver-
stoen der Anwendungsvoraussetzungen des Modells kommt. Dabei geht es
zunédchst um das in der Entscheidungsforschung prominente konditionale logisti-
sche Regressionsmodell, bei dem die Vorhersage der Wahl einer Alternative
nicht durch Merkmale der Personen (oder der Untersuchungsobjekte generell),
sondern durch Merkmale der Alternativen vorhergesagt wird. Weitere Generali-
sierungen sind das sogenannte Mixed-Logit-Modell, bei dem sowohl Merkmale
der Personen als auch Merkmale der Alternativen herangezogen werden, um die
Wahl einer Alternative vorherzusagen, sowie das Nested-Logit Modell, das im
Rahmen einer hierarchischen Modellierung von Entscheidungsebenen eine rest-
riktive Annahme des multinomialen und konditionalen Logitmodells lockert.

Im Rahmen der ordinalen logistischen Regression wird das Grundprinzip des
Modells erklirt sowie auf die zentrale Annahme der proportionalen Odds einge-
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gangen. Die Annahme lédsst sich durch spezifische Tests iiberpriifen und ggf.
konnen alternative Modellvarianten verwendet werden.

In der praktischen Forschung steht man manchmal vor dem Problem, dass an
sich unterschiedliche Ereignisse voneinander abhéngig sind. Wenngleich man
héufig nicht eindeutig sagen kann, dass Ereignis 4 die Ursache von Ereignis B
darstellt, besteht doch eine enge Beziehung zwischen diesen Ereignissen — zumal
dann, wenn Sie teilweise durch dieselben unbeobachteten Faktoren erkléart wer-
den konnen. Ereignisse kdnnen, mit anderen Worten, im Rahmen systemischer
Abhéngigkeiten unterschiedlicher Prozesse auftreten. Diese Abhéngigkeiten
sollten durch ein addquates System von Gleichungen beriicksichtigt werden, was
in diesem Buch einfiihrend am Beispiel des bi- und multivariaten Probit-Modells
erldutert wird.

In diesem Buch werden fiir die praktischen Ubungen Daten einer anonymi-
sierten Langsschnittstudie verwendet, an deren Durchfiihrung der Autor dieses
Buches beteiligt war. Die Beispielanalysen basieren auf einer zufilligen 30%
Unterstichprobe einer Stichprobe der Teilnehmerinnen und Teilnehmer der Be-
rufsverlaufstudie Ostdeutschland. In dieser Studie wurden in einer postalischen
Retrospektivbefragung die Lebens- und Berufsverldufe von ostdeutschen Perso-
nen erfasst, die in den Jahren 1985, 1990 oder 1995 entweder ein Studium oder
einer berufliche Lehre absolvierten (Sackmann et al. 2000). Das verwendete 30%
Sample wurde sehr stark anonymisiert. Wie bereits im Vorwort erwdhnt kdnnen
die Daten online abgerufen werden unter

http://www.barkhof.uni-bremen.de/~mwindzio/ereignisse.zip

Besser ist es, zu Beginn einer jeden Ubungssitzung das folgende globale Makro
zu definieren (vgl. Vorwort):

global pfad http://www.barkhof.uni-bremen.de/~mwindzio/

AnschlieBend kann jeweils an der entsprechenden Stelle des Buches den Anwei-
sungen zum Einlesen des jeweiligen Datensatzes gefolgt werden.
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Wie der Titel nahelegt, sind die in diesem Lehrbuch behandelten statistischen
Methoden allesamt Varianten der Regressionsanalyse. Im vorangehenden Kapi-
tel wurde darauf hingewiesen, dass sich das Verfahren der Regression nicht auf
die lineare OLS-Regression beschrankt, sondern aus der Perspektive eines gene-
ralisierten linearen Modells (McCullagh und Nelder 2008) auch nicht-lineare
Beziehungen zwischen den unabhéngigen Variablen und den Erwartungswerten
der abhéngigen Variablen modellieren kann. Neben Verfahren zur Typenbildung
(Clusteranalyse) (Bacher 2002) oder Dimensionsanalyse (Korrespondenz- und
Faktorenanalysen und Multidimensionale Skalierung) (Skrondal und Rabe-
Hesketh 2004; Blasius 2001; Borg 1989) stellen diese generalisierten linearen
Regressionsmodelle einen wesentlichen Bestandteil der alltdglichen Arbeit in
den quantitativ empirischen Sozial-, Wirtschafts- und Verhaltenswissenschaften
dar. In diesem Lehrbuch werden allerdings auch Verfahren behandelt, die iibli-
cherweise nicht der Familie des generalisierten linearen Regressionmodells zu-
geordnet werden. Dennoch ist es aus didaktischen Griinden hilfreich, einige der
hier besprochenen Modelle — von der binédren logistischen Regression {iber das
Poisson-Modell bis zur Ereignisanalyse — vom generalisierten linearen Modell
her zu motivieren. Ubrigens haben Nelder und Wedderburn (1972) in ihrer weg-
weisenden Arbeit selbst auf die Bedeutung ihres generalisierten Modells fiir das
Verstiandnis komplexer Regressionsmodelle hingewiesen. Ausgangspunkt fiir die
Darstellung des generalisierten linearen Modells ist zunéchst ein kurzes Repeti-
torium zur linearen Regression.

2.1 Das lineare Regressionsmodell

In den meisten einfithrenden Lehrbiichern der sozialwissenschaftlichen Statistik
wird das lineare Regressionsmodell beschrieben, dessen Verstindnis die Grund-
lage fiir die Erarbeitung komplexerer Regressionsmodelle darstellt. In der linea-
ren Regression wird die Varianz einer abhdngigen Variablen y durch die Varianz
einer oder mehrerer unabhingiger Variablen x erklart. Hat man ein passendes
Regressionsmodell gefunden, welches vor dem Hintergrund substanzieller Theo-
rien iiber den Untersuchungsgegenstand sinnvoll interpretierbar ist und zudem
einen moglichst hohen Varianzanteil von y erklért, lassen sich auf Basis des

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Modells die Schitzwerte j der abhingigen Variable vorhersagen. Gemal} des

linearen Regressionsmodells resultiert der Wert der abhdngigen Variablen y fiir
das Subjekt i aus einer linearen Funktion einer oder mehrerer unabhingiger
Variablen, deren Regressionsgewichten f, sowie einem Fehlerterm ¢;, der alle
Einfliisse auf y reprisentiert, die durch in der Regressionsgleichung nicht be-
riicksichtigte Faktoren zustande kommen.

V=Bt Bix + Boxy + &

Anhand dieser Formel lédsst sich nach erfolgter Regressionsschitzung fiir jede
Beobachtung der empirisch gemessene Wert filir y berechnen. Allerdings zielt
man mit einer theoretisch gut begriindeten Formulierung eines Erkldrungsmo-
dells in der Regel darauf ab, ein Modell mit einem begrenzten Satz an Erkla-
rungsfaktoren zu testen, weshalb man den Fehlerterm, unter bestimmten Annah-
men liber dessen Verteilung, zundchst ignoriert. Nehmen wir an, Ungleichheits-
forscher behaupten aus der Perspektive der Theorie der intergenerationalen Sta-
tusreproduktion, dass die Lesekompetenz von Jugendlichen in der 9. Jahrgangs-
stufe, wie sie in der PISA Studie gemessen wurde (Baumert et al. 2001), zuvor-
derst vom sozialen Status der Eltern und vom Migrationshintergrund abhéingig
sei. Aus dieser Perspektive wiirde man die Testleistung eines Schiilers i z.B.
durch den Statusscore des Berufs des Vaters oder der Mutter und durch den Mig-
rationshintergrund vorhersagen. Der Fehlerterm € wird als zufdllig und normal
verteilt angenommen — er darf demnach nicht mit den unabhéngigen Variablen x
korreliert sein. Gegeben, dass diese Annahme zutrifft, kann € ignoriert werden.
Das Modell hat dann die Form

Vi =E(;|x) =B, + Bix, + fx,, =B'x

In der Matrixschreibweise reprisentiert B‘x in verdichteter Form den Term
By + Bix,; + B,x,,; - Dies wird im Folgenden als Linearkombination aus Regressi-

onskoeffizienten p und Werten der unabhingigen Variablen x bezeichnet. Der
geschitzte bzw. vorhergesagte Wert der abhingigen Variablen ist j. Dies ist

zugleich der Erwartungswert von y, den man aus der Grundgesamtheit zdge,
wenn man diese nach den Merkmalen Status und Migrationshintergrund ,,schich-
ten“ wiirde und daher vor der Zichung weil3, ob es sich um einen Schiiler mit
Migrationshintergrund handelt und wie hoch der Status im Elternhaus ist. Dieser
konditionale Erwartungswert E(y|x) ist der Mittelwert von y, gegeben die je-

weilige Merkmalskombination von x; und x; liegt vor.
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Abbildung 1 zeigt am Beispiel eines bivariaten Zusammenhangs die Logik
der linearen Regression. Wiahrend das Streudiagramm die bivariate Verteilung
der empirischen Werte von y und x darstellt, représentiert die Regressionslinie
die vorhergesagten Werte fiir die abhéngige Variable y, die anhand des einfachen
Modells geschitzt wurden. Nehmen wir an, es handelt sich hierbei um die Vor-
hersage des PISA-Testwertes y eines Schiilers in Abhédngigkeit vom hdchsten
beruflichen Status x seiner Eltern (Vater oder Mutter).

Abbildung 1: OLS-Regressionsgerade im Streudiagramm
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Die Schitzung der Regressionsgewichte p erfolgt in der multiplen Regression
durch die Minimierung der Summe der quadrierten Abweichungen der Punkte
von der Regressionsgeraden. Diese so genannten Residuen, die identisch sind
mit g, werden lotrecht gemessen, also in der vertikalen Dimension der y-Achse.
Uber alle n Fille wird diese Summe berechnet durch

n n

Z[yi _(ﬂo +iﬂ/Xy)J = Z[yi _ﬂo _iﬂ/XyJ

i=1 i=1

Dabei stellt der Term
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die geschidtzte Regressionsfunktion dar (die im bivariaten Fall eine Gerade wire,
im Fall mit k£ Kovariaten eine k-dimensionale Hyperflache), die vom empirisch
realisierten Messwert fiir y subtrahiert wird. Dieses Residuum ¢; = y. —j repra-

sentiert die nicht durch die Regressionsfunktion erklarten Einfliisse auf y. Das
geschitzte Modell — in Abbildung 1 reprisentiert durch die Regressionsgerade —
lasst sich aufgrund der linearen Form komfortabel interpretieren. Das lineare
Regressionsmodell hat folgende Form:

vi=pBy+Bx,; +e
Mit dem Ergebnis der Modellschitzung:
Y= 3,199 + 6,483 °x,;t+&;

Der Schitzwert fir die Konstante B, (engl. ,intercept”) betrdgt 3,199, der
Schitzwert fiir f; 6,483. Der Schitzwert bzw. der Erwartungswert von y ergibt
sich allein aus der Schitzgerade:

$, = E(y| x)=3199+6,483 e x,,

Wird die Punktewolke gut durch die Schitzgerade représentiert, was man daran
sehen kann, wie ,,eng“ sich die Punkte insgesamt an die Gerade ,,anschmiegen®,
dann passt das (hier sehr einfache) Modell auch gut zu den Daten. Die Anpas-
sungsglite des Modells an die Daten wird durch das Verhéltnis von durch das
Modell erklarter Varianz zur gesamten Varianz der abhidngigen Variablen be-
rechnet. Der Steigungskoeffizient (engl. ,,slope®) der Regressionsgeraden betragt
6,483. Erhoht sich also der Statuswert der Eltern (x;) um eine Einheit (d.h. einen
Punkt auf der Statusskala), erhoht sich der PISA-Testwert des Schiilers um 6,483
Punkte. Die Konstante , mit einem Wert von 3,199 reprisentiert den Wert von
v, wenn x den Wert Null aufweist. Da die Statusskala x einen Range von 58 bis
99 aufweist, ist dieser Wert empirisch nicht vorhanden, wird aber von der Re-
gressionsgeraden im Modell ,,nach unten® extrapoliert. Da es sich um eine Re-
gressionsgerade handelt, oder besser gesagt: weil wir in unserem Modell anneh-
men, eine Gerade wiirde die empirischen Zusammenhédnge adidquat représentie-
ren, ist dieser Steigungskoeffizient an jeder Stelle von x identisch. Genau das
macht eine /ineare Beziehung zwischen x und y aus. Das klingt zunéichst trivial,
ist es aber nicht. In diesem Lehrbuch werden {iberwiegend Modelle beschrieben,
bei denen der Zusammenhang zwischen den unabhédngigen Variablen und dem
Erwartungswert (oder Vorhersagewert) der abhéngigen Variablen nicht linear ist
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und die Steigung der Funktion damit auch nicht an jeder Stelle von x dieselbe.
Aus diesem Grund sind Effekte unabhéngiger Variablen auf den Erwartungswert
von y bei nicht-linearen Zusammenhingen auch wesentlich schwieriger zu inter-
pretieren. Dies sollte in den einschldgigen Kapiteln dieses Buches deutlich wer-
den.

Regressionsmodelle fiir Zustdnde und Ereignisse basieren also zumeist auf
nicht-linearen Zusammenhingen zwischen x und y. Es stellt sich die Frage, ob
man bei diesen nicht-linearen Modellen den Erwartungswert von y nicht in einer
Weise transformieren kann, die auf der rechten Seite der Gleichung zu einer
Linearkombination aus erklarenden Variablen x und deren Regressionsgewichten
fiihrt — um dann die Effekte der erkldrenden Variablen auf die transformierten
Erwartungswerte von y in linearer Weise zu interpretieren.

Die generalisierten linearen Modelle stellen eine Familie von Regressions-
modellen dar, bei denen genau dies getan wird: Uber eine sogenannte Linkfunk-
tion werden die Erwartungswerte von y transformiert, so dass man ein /ineares
Modell der Zusammenhinge zwischen den erkldrenden Variablen und den trans-
formierten Erwartungswerten schétzt.

2.2 Nichtlinearitit und Linkfunktionen

Die Idee der generalisierten linearen Modelle besteht darin, einen verallgemei-
nerten Ansatz zu formulieren, der unterschiedliche Varianten der Regressions-
analyse integriert — auch das Modell der linearen Regression. Im linearen Re-
gressionsmodell lassen sich die Vorhersagewerte als konditionale Mittelwerte
betrachten, also als Mittelwerte der abhingigen Variablen fiir eine jeweilige
Konstellation der unabhéngigen Variablen. In der linearen Regression wird die
abhingige Variable durch eine Linearkombination aus Werten der unabhingigen
Variablen und den Regressionskoeffizienten vorhergesagt. Ziel des generalisier-
ten linearen Modells ist es, nach Transformation des Erwartungswertes der ab-
hingigen Variablen diese durch eine lineare Funktion eines Satzes von unabhén-
gigen Variablen vorherzusagen — namlich p’x.

Die Transformation des konditionalen Erwartungswertes iiber eine mathema-
tische Funktion und die Auswahl einer addquaten Fehlerverteilung von y ermog-
licht die Anwendbarkeit der Regression auf unterschiedliche Messniveaus der
abhéngigen Variablen. Man kann auf Basis des generalisierten linearen Modells
Regressionsmodelle schitzen, die fiir abhéngige Variablen anwendbar sind, die
weder stetig noch normal verteilt sind. Dies ist wichtig, denn viele in der For-
schungspraxis verwendete abhdngige Variablen lassen sich gerade nicht durch
eine stetige Normalverteilung beschreiben. Beispielsweise liegen Zdhldaten in
Form einer diskreten Verteilung vor. Diese Zdhldaten messen die Anzahl von
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Ereignissen, Zustinden oder Objekten einer Untersuchungseinheit. Das kdnnen
die gerauchten Zigaretten an einem Tag, die Anzahl schwerer Gewaltdelikte im
Vorjahr, die Anzahl der Kinder einer Frau im Alter von 40 oder die im Alter von
25 Jahren erlebten Jobwechsel sein. Ziel des generalisierten linearen Modells ist
es, eine Linkfunktion zu spezifizieren, die die nicht-lineare und womdoglich auch
diskrete Verteilung der abhingigen Variablen so transformiert, dass sie durch
eine Linearkombination von Werten der unabhingigen Variablen und den ge-
schitzten Regressionskoeffizienten vorhersagbar ist — genau, wie das im linearen
Regressionsmodell der Fall ist. Die Spezifikation dieser Linkfunktion ist eine
zentrale Komponente des generalisierten linearen Modells. Zentral ist aber eben-
falls die Spezifikation der Verteilung des Fehlerterms des Modells. Nehmen wir
an, die abhédngige Variable ist bindr kodiert mit den Werten 0 und 1. Diese Vari-
able hat einen Mittelwert 7, der den Anteil der Einsen abbildet. Eine bindr ver-
teilte Zufallsvariable ist binomial verteilt mit einer Varianz von we(1-m). Um die
Regressionskoeffizienten und die Standardfehler einer Regression zu schitzen,
bei der dic abhéngige Variable binér kodiert ist, miissen wir die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Fehlerterms spezifizieren, damit wir die ent-
sprechende Likelihood-Funktion formulieren kdnnen.

Dies sehen wir uns nun genauer an. Wir gehen von einer nicht normal verteil-
ten kategorialen abhéngigen Variablen y aus. Deren bedingten Erwartungswert
(d.h. gegeben x) bezeichnen wir als y; (sprich: mil), so dass gilt: x; = E(Y;). Die
generalisierten linearen Modelle weisen drei Komponenten auf (Fox 2008, S.
379), nimlich die Verteilungsfunktion der Zufalls- oder Fehlerkomponente, die
lineare Vorhersagegleichung sowie die Linkfunktion.

1. Eine Verteilung der Fehlerkomponente, die abhéngig ist vom Skalenniveau
und der bedingten Verteilung (d.h. gegeben x) der abhéngigen Variablen. Die in
der OLS-Regression unterstellte Normalverteilung der Fehler (d.h. der Zufalls-
komponente bzw. der Residuen) ist ja nur eine unter vielen moglichen Vertei-
lungsformen der Fehler. In der urspriinglichen Formulierung der generalisierten
linearen Modelle bei Nelder und Wedderburn (1972, S. 372) entstammt die Feh-
lerverteilung der Familie der exponentiellen Verteilungen, nimlich der Normal-
verteilung, der Binomialverteilung, der Poisson-Verteilung, der Gammavertei-
lung und der inversen Gauss-Verteilung.

2. Eine lineare Vorhersagegleichung, bei der die transformierte abhiangige
Variable aus einer Linearkombination von Werten der erklarenden Variablen x
und deren Regressionsgewichten resultiert, d.h.

n =By + Bixy + Boxy + o+ Bx, =B'x
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Dabei ist #; (sprich: eta) der transformierte bedingte Erwartungswert von y, also
von u; = E(Y)). Sagen wir 5, vorher, konnen wir aus den Vorhersagewerten an
sich nicht ohne Weiteres auf den Erwartungswert y; selbst schlieBen, weil wir
diesen Erwartungswert zuvor erst transformieren mussten, um angesichts der
nicht-linearen Zusammenhénge zwischen dem Erwartungswert und den erkli-
renden Variablen x zu einer linearen Vorhersagegleichung zu kommen. Die
lineare Vorhersagegleichung sagt — mit anderen Worten — nur die transformier-
ten bedingten Erwartungswerte #; vorher, nicht aber die Erwartungswerte u;
selbst.

3. Um die nicht linearen Zusammenhinge zwischen den bedingten Erwar-
tungswerten von y und der erklirenden Variablen x zu einer linearen Vorhersa-
gegleichung zu gelangen, benétigen wir eine Linkfunktion. Die Linkfunktion
transformiert den Erwartungswert der abhéngigen Variablen in einer Weise, die
eine Vorhersage durch eine lineare Gleichung ermoglicht, wobei nun nicht mehr
der Erwartungswert z; selbst, sondern der durch die Linkfunktion transformierte
Wert #; vorhergesagt wird. Haufig ist #; nicht mehr intuitiv interpretierbar, so
dass die Einfliisse der erkldrenden Variablen eigentlich nur anhand der Vorzei-
chen der Koeffizienten und deren Signifikanz abgelesen werden konnen. Dabei
ist g(.) die eigentliche Linkfunktion, iiber die die Transformation von y; zu #;
erfolgt. Je nach Skalenniveau und Verteilung der abhingigen Variablen gibt es
unterschiedliche Linkfunktionen.

g(p)=mn,= B, + Bx,; + Byx), +..+ Bx,, =P'x

Dabei ist wichtig, dass die Linkfunktion auch invertierbar, also umkehrbar ist,
damit die linearen Schétzungen von #; wiederum dazu verwendet werden, y;, den
Erwartungswert von y in seiner urspriinglichen Mafeinheit (z.B. Wahrschein-
lichkeit), zu berechnen. Zur jeweiligen Linkfunktion muss eine handhabbare
Inverse existieren, die diese Riickrechnung gestattet.

Auch die lineare Regression lésst sich als eine Variante des generalisierten
linearen Modells formulieren (Nelder und Wedderburn 1972). Die Linkfunktion
wird in diesem Fall als Identity-Link bezeichnet. Das bedeutet: wenn u der Mit-
telwert ist, ist die Linkfunktion g(«) = u. Der Mittelwert ¢ wird ohne eine ma-
thematische Transformation direkt im Regressionsmodell vorhergesagt. Die
anderen Modelle nutzen mehr oder weniger komplexe Linkfunktionen.

In der urspriinglichen Formulierung bei Nelder und Wedderburn (1972) ge-
horten zu dem generalisierten linearen Modell unterschiedliche Zufallsverteilun-
gen, die man in einer exponentiellen Form ausdriicken kann. Das bedeutet, dass
die Linearkombination aus Regressionsgewichten und Werten der unabhédngigen
Variablen B’x (also die /ineare Vorhersagegleichung) in eine mehr oder weniger
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komplexe Funktion eingebettet ist, bei der p’x ein Exponent zur Basis e (Euler-
sche Zahl, =2,718) ist. Durch die Linkfunktion wird die abhingige Variable so
transformiert, dass auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens tatsdchlich eine
lineare Vorhersagegleichung steht. Eine prominente Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung aus der Familie der exponentiellen Verteilungen ist die Poisson-Verteilung.
Aus ihr ergibt sich das Modell der Poisson-Regression fur Zahldaten. Zahldaten
sind zwar metrisch, aber nicht stetig, sondern diskret. Man kann nur eins, zwei,
drei etc. Kinder haben, aber nicht 1,567. Die Poisson-Verteilung beschreibt die
Verteilung einer diskreten Zahlvariablen dadurch, dass sie fiir die abhidngige
Variable y die Wahrscheinlichkeit darstellt, in der jeweiligen Kategorie & zu
liegen. Der Zusammenhang zwischen P(y=k) und u ist nicht-linear. Die Dichte-
funktion der Wahrscheinlichkeitsverteilung nach dem Poisson-Modell hat die
Form:

exp(—p) e u” S
P(y=k|y)=f(y|y):p5')ﬂ fiir y=0,1,2,....k

Wir kdnnen diese Gleichung umformen, so dass ihre Zugehorigkeit zur Familie
der Exponentialverteilungen deutlich wird (Dunteman und Ho 2006, S. 43).
Dabei macht man sich zu nutze, dass wir die Basis e (ausgedriickt durch ,,exp*)
ausklammern konnen und dadurch der gesamte iibrige Teil der rechten Seite der
Gleichung logarithmiert wird. Dabei werden Potenzen zu Produkten (« wird zu
In(u)*y) und Quotienten zu Differenzen (y/ im Nenner wird zu —In(y/)). Das
ergibt als Exponentialfunktion:

S| ) =exp(In(u) e y — u—In(y!))

In der Poisson-Regression ist x der Mittelwert bzw. der Erwartungswert der
Poisson-Verteilung, der aber nicht durch eine Linearkombination modelliert
werden kann. g soll durch das Modell geschétzt werden, und zwar im multivaria-
ten Fall durch p’x. Zu diesem Zweck wird die abhéngige Variable x logarith-
miert, so dass auf der rechten Seite der Gleichung in der Poisson-Regression p’x
steht, also die fiir die Regressionsmodellierung erforderliche Linearkombination.
Der Erwartungswert u der Poisson-Verteilung wird berechnet durch

H; = E(y; | x;) =exp(p'x),

bzw. im Regressionsmodell geschétzt durch die Linearkombination f’x.
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In()=P'x -

Nun haben wir wieder ein /ineares Modell — genauer: ein /og-lineares Modell —
mit der gewiinschten Linearkombination auf der rechten Seite des Gleichheits-
zeichens. Bei der Poisson-Verteilung wird die Fehlervarianz allerdings nicht aus
den Daten empirisch geschitzt — wie bei der OLS-Regression —, sondern ent-
spricht immer dem Mittelwert. Weicht die Varianz vom Mittelwert ab, entspre-
chen die Daten nicht der Poisson-Verteilung, was bedeutet, dass die angenom-
mene Verteilung faktisch nicht zu den empirischen Daten passt. Man miisste also
ein anderes Modell verwenden, welches auf einer anderen Verteilungsfunktion
fiir y basiert. Ist die Varianz groBer als der Mittelwert, spricht man von overdis-
persion (Uberdispersion). In diesen Fillen miisste eine andere Verteilung fiir
diskrete Zahldaten gesucht werden. Haufig greift man in diesem Fall auf die
negative Binomialverteilung zuriick, die wir in diesem Buch noch besprechen
werden.

Ein weiteres Modell aus der Familie des generalisierten linearen Modells ist
die logistische Regression. Die nicht-lineare kumulative Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der logistischen Regression ldsst sich iiber die sogenannte Logit-
Linkfunktion in die Linearkombination aus Werten der unabhingigen Variablen
und Werten der Regressionskoeffizienten transformieren. In dem entsprechenden
Abschnitt zur bindren logistischen Regression werden wir uns das genauer anse-
hen. SchlieBlich sind auch die in diesem Buch behandelten Modelle der Ereig-
nisanalyse, ndmlich das Exponential- und das Weibull-Modell (Dunteman und
Ho 2006, S. 52) sowie das Cox-Proportional-Hazards-Modell (McCullagh und
Nelder 2008, S. 421) Mitglieder des generalisierten linearen Modells darstellen.

2.3 Giite der Modellanpassung in generalisierten linearen Modellen

Eine der wichtigsten Fragen, die man an ein statistisches Schéitzmodell zur Er-
klarung von Zustinden und Ereignissen stellen muss, ist dessen Anpassung an
die empirischen Daten. In der OLS-Regression wird diese Anpassungsgiite durch
den Anteil der durch das Modell erklarten Varianz der abhingigen Variablen an
deren gesamter Varianz dargestellt. Je geringer die Anpassungsgiite ist, desto
groBer ist der Fehlerterm des Modells, desto eher besteht daher auch die Gefahr,
dass die erkldrenden Variablen des Modells mit dem Fehlerterm korreliert sind.
Eine solche Korrelation wiirde bedeuten, dass die erkldrenden Variablen Infor-
mation aus dem Fehlerterm mit sich tragen und darum die durch das Modell
geschitzten Parameter (also die Regressionskoeffizienten) verzerrt sind. Nehmen
wir z.B. an, die Variable x weist einen positiven Effekt auf die abhéngige Variab-



26 Das generalisierte lineare Regressionsmodell

le y auf, jedoch ist x auch positiv mit dem Fehlerterm ¢ korreliert. In diesem Fall
zeigt der Regressionskoeffizient # nicht den ,,reinen* Effekt von x auf y, sondern
zumindest teilweise auch den Effekt im Modell unbeobachteter — d.h. nicht kon-
trollierter — Einflussfaktoren. In diesem speziellen Fall wire f iiberschatzt.
Grundsétzlich sind bei einer (positiven oder negativen) Korrelation von x auch
Unterschitzungen moglich, in jedem Fall aber ist f verzerrt. Zudem sind bei
einem schlecht an die Daten angepassten Modell auch die Standardfehler der
Schétzung potenziell verzerrt (Dunteman und Ho 2006, S. 33).

Daher sollte ein Regressionsmodell mdglichst gut an die Daten angepasst
sein. In der Praxis der sozialwissenschaftlichen Forschung werden allerdings
hiufig eher geringe Modellanpassungen in Kauf genommen, was daran liegt,
dass man zum einen hdufig der Komplexitit sozialer Prozesse nicht durch die
beobachteten Erklarungsfaktoren Rechnung tragen kann, und dass man zum
anderen selten iiber fehlerfreie Messungen der sozialwissenschaftlichen Kon-
strukte verfiigt. Die allgemeinen Probleme der Beobachtung sozialwissenschaft-
licher Prozesse entbinden aber nicht von der Pflicht, sich das Problem der Mo-
dellanpassung bewusst zu machen und das Modell hinsichtlich dessen Anpas-
sung einschitzen zu koénnen.

In diesem Abschnitt werden einige Malle der Modellanpassungsgiite fiir ge-
neralisierte lineare Modelle vorgestellt. Neben der Anpassung des gesamten
Modells an die empirischen Daten existiert das Problem der Anpassung des Mo-
dells an spezielle Beobachtungen, mit anderen Worten: die Residuen und die
einflussreichen Félle. Derartige diagnostische Verfahren werden unter anderem
im Kapitel zur bindren logistische Regression dargestellt, allerdings existieren
sie nicht fiir alle der hier vorgestellten Modelle (Long und Freese 2003, S. 88).

Wichtig fiir die Evaluation der Anpassungsgiite generalisierter linearer Mo-
delle ist die Tatsache, dass diese Modelle durch das Maximum-Likelihood-
Verfahren geschétzt werden. In den Kapiteln 3.8 und 6.3 wird das Verfahren der
Maximum-Likelihood-Schitzung etwas ausfiihrlicher erldutert, aber an dieser
Stelle soll bereits das Grundprinzip kurz angerissen werden. Eventuell ist die
Darstellung im grauen Késtchen unten zu diesem Zeitpunkt noch etwas fiiih — sie
kann daher auch tlibersprungen werden.

Die mit dem Maximum-Likelihood-Verfahren verkniipfte Likelihood-
Funktion liefert uns jene Werte, die wir fiir die Evaluation der Modellanpassung
benodtigen. Die dabei verwendete Likelihood-Funktion stellt eine Zielfunktion
dar, deren Wert dadurch maximiert wird, dass iterativ fiir die noch unbekannten
() Beta-Koeffizienten iiber einen Algorithmus Zahlen eingesetzt werden (Eli-
ason 1993; Gautschi 2010). Die daraus resultierende Likelihood stellt die Wahr-
scheinlichkeit dar, genau jene Teilmenge an Individuen — gegeben die Merk-
malsauspriagungen in y und x — in die Stichprobe zu ziehen, auf der das Regres-
sionsmodell basiert.
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Die Likelihood ergibt sich aus dem Produkt aller Einzelbeitrdge, die die Be-
obachtungen zur Wahrscheinlichkeit der Stichprobe leisten. Die Funktion f{.)
ergibt sich aus der spezifischen Verteilungsfunktion von y, auf der das Modell
basiert. Weil in der Praxis Maximierungen der Likelihood rechnerisch aufwéndig
sind, da Produkte von Wahrscheinlichkeiten {iber groB3e Fallzahlen hinweg sehr
kleine Werte erzeugen, wird die Likelihood-Funktion logarithmiert, so dass Pro-
dukte zu Summen werden. Die Log-Likelihood wird durch iteratives Einsetzen
von Werten fiir die unbekannten Betas sukzessive erhoht. Wird das Maximum
der von unten aufsteigenden Funktion erreicht, sind die geschétzten Parameter
fiir die Einfliisse von x auf y gefunden — also jene Werte von f, die die Funktion
zu ihrem Maximum gefiihrt haben. Wichtig ist fiir die Evaluation der Modellan-
passung ist der Wert der Log-Likelihood, bei dem die Funktion ihr Maximum
erreichte. Aus diesem Wert lassen sich unterschiedliche Mafle der Modellanpas-
sung berechnen.

Um die Anpassungsgiite eines generalisierten linearen Gesamtmodells an die
empirischen Daten zu messen, kdnnen unterschiedliche Mafizahlen verwendet
werden, von denen die meisten auf einer spezifischen Variante eines Vergleichs
der Log-Likelihood eines Modells ohne erkldrende Variablen (Nullmodell) mit
jenem Modell basieren, das alle interessierenden unabhingigen Variablen bein-
haltet (interessierendes Modell). Man kann auf Basis der Log-Likelihood auch
Modelle vergleichen, bei denen das eine Modell gegeniiber einem anderen um
eine oder mehrere erkldrende Variablen erweitert wird. Hierfiir werden auch die
Begriffe volles Modell (full model) und restringiertes Modell (restricted model)
verwendet, wobei letzteres das Modell mit der geringeren Anzahl an unabhéngi-
gen Variablen darstellt.

Bei der Maximum-Likelihood-Schiatzmethode wird tiber numerische Ver-
fahren (d.h. dem iterativen Einsetzen von Zahlen in eine Gleichung) der Vek-

tor @ der Schitzparameter ermittelt, indem die Wahrscheinlichkeit des Vor-
liegens der jeweiligen Daten — gegeben die jeweiligen Verteilungen von y und
x — maximiert wird. Dabei leistet jedes Individuum seinen eigenen Beitrag.

In einem Sample von N unabhéngigen Beobachtungen ergibt sich die Zie-
hungswahrscheinlichkeit des gesamten Samples aus dem Produkt der Einzel-
beitrige zur Gesamtwahrscheinlichkeit: Die Wahrscheinlichkeit, Subjekt A
und Subjekt B und Subjekt C zu ziehen, betrdgt 0,001584, wenn die Subjekte
eigene Beitrdge von 0,12, 0,33 und 0,04 leisten. Fiir die Likelihood ergibt sich:

& A p— p—
L(6) = H.f(yi;e) =0,12¢0,33¢0,04 = 0,001584
i=l1
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Dabei stellt IT das mathematische Zeichen fiir Produkte dar, also das Produkt-
zeichen, das analog zum Summenzeichen funktioniert. Aus Griinden der einfa-
cheren mathematischen Verarbeitbarkeit wird die Likelihood logarithmiert und
damit die Log-Likelihood betrachtet:

In[L(8)]= h{l‘[ f(y,-;ﬁ)} =S 1ol (3,:0)]
= i=1
— In(0,12)+1n(0,33)+1n(0,04)=In(0,001584) = -6,447802

In dieser Funktion enthilt der Vektor @ der zu schitzenden Parameter die
unbekannten Regressionskoefﬁzientenf} . Bei der bindren logistischen Regres-

sion ist f'(.) die kumulative logistische Verteilungsfunktion. Auf Basis dieser
speziellen Funktion wird z.B. die Wahrscheinlichkeit von 0,12 (der erste Fall)
entweder durch exp(p’x)/(1+exp(p’x)) oder durch l-exp(p’x)/(1+exp(p’x))
berechnet — je nachdem, ob die Beobachtung 7 bei y eine Eins oder eine Null
aufweist (vgl. ausfiihrlicher Kapitel 3.8). Unter Kenntnis der Werte der Vari-
ablen x und y fiir jede Beobachtung i kann bei Anwendung der Linkfunktion
des jeweiligen Modells auf numerischem Wege das Maximum der Zielfunkti-
on gefunden werden. Die ﬁsind dabei allerdings unbekannt. Das Ziel besteht

darin, deren Werte so zu auszuwéhlen, dass die Gesamtsumme maximiert
wird. Das ist extrem mithsam, weshalb wir auf die Unterstiitzung durch effizi-
ente Algorithmen und Prozessoren angewiesen sind.

Die Maxima der Log-Likelihood des interessierenden Modells und des Nullmo-
dells konnen zur Berechnung so genannter Pseudo-R*-Werte verwendet werden,
von denen im Folgenden die Varianten von McFadden, Cox & Snell sowie Na-
gelkerke erldutert werden.

2.3.1 McFadden

Aus dem Vergleich der beiden Likelihoods bzw. Log-Likelihoods des Modells
ohne Kovariaten und des letztlich interessierenden Modells lassen sich Indikato-
ren der erkldrten Varianz berechnen, die analog zum R* der linearen Regression
interpretiert werden. Allerdings ist hierbei zu beachten, dass die auf den Like-
lihoods oder Log-Likelihoods basierenden R*>-Werte in der Regel einer anderen
Logik folgen als das bekannte R” der erkléirten Varianz in der OLS-Regression.
Hiufig verwendet wird das R>-MaB von McFadden, das sich berechnet aus
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Hier wird im Zahler die Log-Likelihood des interessierenden Modells reduziert
um die Anzahl der erkldrenden Variablen, und das Resultat wird durch die Log-
Likelihood des Null-Modells — also eines Modells ohne erkldrende Variablen —
dividiert. Dieser Term wird von 1 abgezogen. Das R? von McFadden gilt als
konservativ, was bedeutet, dass es in der Regel deutlich geringere Werte auf-
weist als ein R*-Wert, der tatsichlich nach der Logik der erklirten Varianz der
linearen Regression berechnet wird (vgl. unten das McKelvey-Zavoina-R?).
Zwar bestraft das adjustierte McFadden R? Modelle mit vielen Kovariaten, weil
von der Log-Likelihood des interessierenden Modells die Anzahl der geschitzten
Parameter & (inklusive der Konstanten) subtrahiert wird. Es ist aber indifferent
gegeniiber der Fallzahl, auf der das geschitzte Modell basiert.

Schitzen wir zur Illustration ein einfaches bindres logistisches Regressions-
modell, zundchst ohne uns iiber die Logik des Verfahrens und die Interpretation
der Koeffizienten Gedanken zu machen (dazu Kapitel 3). Basierend auf diesem
Modell kann die Wahrscheinlichkeit vorhergesagt werden, dass der erste Ar-
beitsvertrag (also im ersten Job) einer Person nur befristet ist. Die drei Schrig-
striche /// sind in der Statistiksoftware Stata notwendig, um innerhalb eines
Befehls (hier 1ogit) einen Zeilenumbruch durchzufiihren:

use $pfad/logit.dta, clear
logit befristet frau alter isei_88 kohorte2 ///
kohorte3 if job==

Die Log-Likelihood des ersten Iterationsschrittes betrdgt —568,22871 und ent-
spricht jener des Modells ohne Kovariaten. Sie wird als Log-Likelihood des
Nullmodells bezeichnet. Die Log-Likelihood der letzten Iteration betragt —
421,09491 und entspricht der des mit den erklirenden Variablen geschitzten
interessierenden Modells. In die Formel fiir das McFadden-R” ergibt sich daraus:

R, =1- —42109-6 =0,248 (adjustiert um Anzahl der Schitzparameter)
—568,22
2 -421,09

2 =1-—————=0,259 (nicht adjustiert)
—568,22
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2.3.2 Cox & Snell

Anders als das McFadden-R? bezieht das R* von Cox & Snell die Fallzahl in den
Exponenten mit ein und belohnt héhere Fallzahlen. Nicht die Log-Likelihood,
sondern die Likelihood des Null-Modells wird durch die Likelihood des interes-
sierenden Modells dividiert, was die Basis zum Exponenten 2/N bildet.

2
L N

R =1-| =
1o ]

Dieser gesamte Term wird von 1 abgezogen. Nutzen wir die Transformationsre-
geln fiir e-Funktionen, denen zufolge Potenzen zu Produkten, Quotienten zu
Differenzen und Produkte zu Summen werden, wird das Cox & Snell-R* zu

=1-exp[~(2 e In(L,)- 2 ¢ In(L,)]/N)]

Zwar geht die Groe der Stichprobe in die Berechnung ein; die Obergrenze des
Cox & Snell-R? ist allerdings immer kleiner als 1. Auch das Cox & Snell-R®
tendiert daher zu eher geringen Werten, wenn man diese Grof3e als erklarte Vari-
anz analog zur OLS-Regression interpretieren mochte. Man kann es von Stata
mit dem Befehl fitstat ausgeben lassen, der allerdings vorher mit Hilfe des
Befehls findit spost9_ado installiert werden muss. Der fiir das Cox-and-
Snell-R* ausgegebene Wert von 0,242 kann reproduziert werden, indem man die
Stata Taschenrechnerfunktion verwendet (display).

disp l-exp(-(2*(-421.09)-2*(-568.22))/ 1060) = .242

2.3.3 Cragg and Uhler, Nagelkerke

Cragg, Uhler und Nagelkerke erweiterten das Cox-and-Snell-R?, indem sie es auf
einen Wertebereich zwischen 0 und 1 standardisierten. Demzufolge kann ihr R*

theoretisch also auch den Wert 1 erreichen. In der Literatur wird diese Variante
hiufig als Nagelkerkes R* bezeichnet.

R, =
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Im Zihler steht das R* von Cox and Snell, wird jedoch dividiert durch 1 minus
die Likelihood des Null-Modells hoch 2/N. Der von Stata mit fitstat be-
rechnete Wert von 0,369 kann annéhern reproduziert werden durch

disp 0.242 / (l-exp(-568.22871)"(2/1060)) = .367
2.3.4 McKelvey&Zavoina

Alle bisher besprochenen Varianten des R*-Wertes fiir die nicht-linearen Model-
le basieren auf dem Vergleich der Likelihoods oder Log-Likelihoods des Null-
Modells und des interessierenden Modells. Fiir bindre und ordinale logistische
Regressionen kann ein R* definiert werden, dessen Berechnungslogik analog zur
OLS-Regression erfolgt. Dies ist der Vorschlag von McKelvey und Zavoina, die
ein R* genau auf dieser Basis konstruierten: Man nimmt das geschitzte Modell
und sagt fiir jede Beobachtung der Untersuchungsgesamtheit die Log Odds vor-
her. Die Log Odds sind die Werte der abhingigen Variablen, die durch die Line-
arkombination aus Werten der erkldrenden Variablen und der Regressionsge-
wichte vorhergesagt werden (vgl. Kapitel 3). Dahinter steht die Idee, dass die
Log Odds eine latente, stetige Hintergrundvariable darstellen, aus der das dicho-
tome Outcome mit den Werten 0 und 1 resultiert.

Im Mittelpunkt des Interesses steht nun die Varianz der Vorhersagewerte von y*.
Die Varianz dieser Vorhersagewerte ist die durch das Modell vorhergesagte
Varianz von y*. Dividiert man die durch das Modell vorhergesagte Varianz
durch die Gesamtvarianz, hat man den Anteil der durch das Modell erklirten
Varianz berechnet.

A2 A2
s G G
Rygz el e
.+0. o.+7/3

Stellen wir ein Beispiel vor, um die Logik zu verdeutlichen: Wir sagen die Log
Odds nur durch eine einzige Pradiktorvariable vorher, ndmlich das Geschlecht.
Das Geschlecht hat zwar einen Einfluss auf die abhédngige Variable y*; dieser
Einfluss ist jedoch nur schwach. Sagt man auf Basis dieses einfachen Modells
nun die Log Odds vorher, enthélt der gesamte Analysedatensatz nur zwei Vor-
hersagewerte, die zudem relativ dhnlich sind, weil die Préadiktorvariable Ge-
schlecht nur einen schwachen Einfluss auf die Log Odds hat. Berechnet man die
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Varianz dieser Vorhersagewerte, dann wird auch diese Varianz gering ausfallen.
Dividiert man die durch das Modell vorhergesagte Varianz von y* durch dessen
Gesamtvarianz, wird nur ein geringer Wert fiir den Anteil der vorhergesagten
Varianz an der Gesamtvarianz herauskommen. Der Zihler dieses Quotienten ist
relativ klein und das R von McKelvey und Zavoina weist darum einen geringen
Wert auf. Hat man jedoch ein umfangreiches Modell mit vielen starken Einfluss-
faktoren geschitzt, dann ist auch die modell-basierte Varianz grof3. Mit anderen
Worten: Ein starkes Vorhersagemodell unterscheidet sehr trennscharf zwischen
den einzelnen Beobachtungen, weil alle Erkldrungsvariablen ja eine deutliche
Varianz in den Vorhersagewerten der latenten stetigen Hintergrundvariablen y*
erzeugen. Sagen wir wieder die Log Odds fiir jedes Individuum vorher, erhalten
wir deutlich unterschiedliche Werte. Die vorhergesagte Varianz der abhingigen
Variablen ist darum grof3. Dividiert man diese modell-basierte Varianz durch die
Gesamtvarianz, dann ist der Anteil der durch das Modell erkldrten Varianz eben-
falls hoch.

Wie kommt man zur gesamten Varianz des Modells? Wie auch in der OLS-
Regression setzt sich die gesamte Varianz des Modells zusammen aus der Vari-
anz, die durch das Modell vorhergesagt ist (d.h. der Schitzwerte der abhiangigen
Variablen) plus die Residualvarianz. In der bindren logistischen Regression, die
auf der Dichtefunktion der logistischen Verteilung basiert, ist die Varianz der
Residuen konstant; sie betrigt immer 7%/3~3,29. Demzufolge bendtigen wir fiir
das McKelvey-Zavoina R? die Varianz der Vorhersagewerte der latenten Variab-
len. Im folgenden Beispiel ist das 2,7588, der Wert von varlinp. Nun dividiert
man diesen Wert durch 2,7588 plus die Varianz der Residuen, ndmlich 3,29. Der
Vorteil des McKelvey-Zavoina R* besteht somit darin, dass das Konstrukt der
nerklarten Varianz durch diese Berechnungsweise prizise umgesetzt wird.
Deutlich wird dabei allerdings auch, dass die Residualvarianz immer einen kon-
stanten Wert aufweist. Dies erleichtert zwar zundchst die Berechnung des
McKelvey-Zavoina R?. Jedoch birgt diese fixierte Residualvarianz Komplikatio-
nen in sich, die uns noch ausfiihrlich beschiftigen werden (vgl. Kapitel 3).

use $pfad/logit.dta, clear
logit befristet frau alter isei_88 kohorte2 ///
kohorte3 if Jjob==

predict linp, =xb

sum linp if e (sample)

return list

gen varlinp=r (Var)

gen R2MZ= varlinp / (varlinp + 3.29)
sum R2MZ /*Berechnung ”von Hand”*/

fitstat
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2.3.5 AICund BIC

AIC und BIC sind MaBe zur Evaluation der Giite eines Modells, die auch zum
Vergleich von Modellen verwendet werden konnen, die nicht genested sind
(AIC: Akaike Information Criterion, BIC: Bayesian Information Criterion).
,Genestete Modelle” sind dadurch definiert, dass das eine Modell durch die
Setzung eines constraints (d.h. ein oder mehrere Parameter werden vorsétzlich a
priori auf Null gesetzt und damit nicht geschéitzt) in das andere iiberfiihrt werden
kann. Genestete Modelle sind ,,ineinander geschachtelt™, so dass ein spezifisches
Modell ein Untermodell eines komplexeren Modells darstellt, wobei man durch
constraints das komplexere Modell in das einfachere transformieren kann. Aller-
dings bedeutet das nicht, dass man mit AIC und BIC willkiirlich jedes statisti-
sche Modell mit jedem anderen vergleichen kann. Voraussetzung fiir einen Ver-
gleich ist, dass die Likelihood, auf der auch diese beiden Malle basieren, in der-
selben Weise berechnet werden. Beispielsweise lasst die Rate des Eintretens von
Ereignissen mit unterschiedlichen Regressionsmodellen der Ereignisanalyse
vorhersagen (Kapitel 6). Ein und dieselbe Fragestellung, die auf Basis derselben
Daten und unter Verwendung desselben Satzes an Pradiktoren untersucht wird,
verbietet die Anwendung von AIC oder BIC, wenn z.B. ein Weibull-Modell mit
einer Cox-Regression verglichen werden soll (die uns hier noch nicht interessie-
ren sollen), weil die Schitzung eines Weibull-Modells auf einer vollstindigen
Likelihood-Funktion, die Cox-Regression hingegen auf einer Partial-Likelihood
basiert (dazu mehr in Kapitel 6.6).

AIC und BIC Malle konnen innerhalb dieses Rahmens aber dazu verwendet
werden, eine Vielzahl von Modellen hinsichtlich ihrer Anpassung an die empiri-
schen Daten miteinander zu vergleichen (Fox 2008). Es ist moglich, die abhén-
gige Variable durch mehrere unterschiedliche Modelle, z.B. unter Verwendung
unterschiedlicher Linkfunktionen, vorherzusagen. Die Mafle AIC und BIC kén-
nen als Entscheidungskriterium verwendet werden, nach dem man aus der Men-
ge der unterschiedlichen Modelle jeweils das am besten passende Modell aus-
wihlt. Dabei gilt ein Modell als umso besser an die Daten angepasst, je kleiner
der Wert von AIC und BIC ist. Diese Maie 16sen ein Problem, welches einige
der oben diskutierten (Pseudo-)R*-Werte aufweisen: So kann die erklirte Vari-
anz nach McKelvey & Zavoina nicht schlechter werden, wenn man zusétzliche
unabhéngige Variablen in das Modell aufnimmt. Im Gegensatz dazu ,,bestrafen
sowohl AIC als BIC zusitzlich geschitzte Parameter und folgen damit dem Ge-
bot der ,,Sparsamkeit™ eines Modells, also der moglichst geringen Anzahl an
erklarenden Variablen. Diese Mafle haben folgende Form (Fox 2008):

AIC, ==20In(L(® )+ 205,



34 Das generalisierte lineare Regressionsmodell

BIC, =2 In(L(®,))+ s, o In(n)

Nehmen wir an, Modell M; schiitzt einen Parametervektoréj , d.h. einen Satz von

Regressionskoeffizienten, wobei 6/. jene Werte der Parameter enthélt, bei denen

die Likelihood des Modells maximiert wurde. Wiirden wir nur ein interessieren-
des Modell mit einem Referenzmodell (in der Regel das Nullmodell) miteinan-

der vergleichen, konnte man anstelle L((:)/.) auch die obige Bezeichnung L; ver-

wenden.

Das Akaike Information Criterion (AIC) fiir das Modell j wird berechnet aus
der mit —2 multiplizierten Log-Likelihood des Modells j, auf die die mit 2 multi-
plizierte Anzahl der geschitzten Parameter s; aufaddiert wird. Dagegen wird
beim Bayesian Information Criterion (BIC) auf die mit —2 multiplizierte Log-
Likelihood des Modells j das Produkt aus der Anzahl der geschétzten Parameter
s; und der logarithmierten Fallzahl hinzuaddiert. Sowohl fiir AIC als auch fiir
BIC gilt die Auswahlregel: Je kleiner der Wert, desto besser ist das Modell an
die Daten angepasst. Eine ausfiihrliche Darstellung, Diskussion und Herleitung
dieser Mafle findet man bei Fox (2008, S. 610-618), eine zusammenfassende
Ubersicht iiber die Fit-MaBe bei Long und Freese (2003, S. 89).

2.3.6 Likelihood-Ratio-Test

Der Likelihood-Ratio-Test basiert ebenfalls auf einem Vergleich der Anpas-
sungsglite zweier Regressionsmodelle, die auf Basis des Maximum-Likelihood-
Verfahrens geschitzt wurden. Der Likelihood-Ratio-Test kann aber auch ver-
wendet werden, um die Signifikanz einer einzelnen EinflussgroBe oder die Signi-
fikanz eines ganzen Satzes von Einflussgroflen, die sich auf eine bestimmte
Merkmalsdimension beziehen, zu priifen.

Zwar gibt Stata als Ergebnis einer Regressionsanalyse fiir jeden Regressi-
onskoeffizienten einen Signifikanztest an, der sich als z-Wert aus dem Quotien-
ten des Koeffizienten und seinem Standardfehler berechnet. Jedoch gelten die
asymptotischen Eigenschaften dieses Signifikanztests nur bei groBen Fallzahlen,
also in hinreichend groflen Datensdtzen. Bei kleinen Datensétzen oder aber bei
grenzwertigen Signifikanzergebnissen sollte der Likelihood-Ratio-Test verwen-
det werden, um die Signifikanz einer einzelnen Einflussgrofie zu priifen. Das
geht durch den Vergleich zweier Modelle: Einmal wird das Modell einschlieB3-
lich dieses spezifischen Einflussparameters geschétzt, ein zweites Mal wird diese
spezifische Variable nicht in das Modell aufgenommen. Vergleicht man diese
beiden Modelle anhand des Likelihood-Ratio-Tests, fiihrt dies zu einer y’-
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verteilten Grofe, aus der man — in diesem Fall bei einem Freiheitsgrad — die
Signifikanz des Einflusses der Variablen ablesen kann (Fox 2008, S. 386). Die
y-verteilte GroBe ergibt sich aus der mit 2 multiplizierten Differenz der beiden
Log-Likelihoods des interessierenden Modells i gegeniiber einem Referenzmo-
dell r, wobei letzteres die interessierende erklarende Variable nicht enthilt:

y =2e(LL —LL)

Wie gesagt: Bei groflen Datensitzen muss man diesen Test nicht fiir jeden ein-
zelnen Regressionskoeffizienten durchfithren. Im Zweifel oder bei kleinen Da-
tensitzen ist aber das Resultat des y>-Tests entscheidend. Im Falle widerspriich-
licher Ergebnisse von z-Test (den Stata direkt in der Regressionstabelle aus-
gibt) und Likelihood-Ratio-Test ist dem Resultat des Likelihood-Ratio-Tests zu
folgen.

In vielen Analysen muss der Erklarungsbeitrag ganzer Sétze von erkldrenden
Variablen, die sich auf eine Merkmalsdimension bezichen (z.B. der Einfluss von
Personlichkeitsfaktoren auf Delinquenz), auf Signifikanz getestet werden. Hier
ist das Vorgehen analog, nur, dass es sich nicht auf eine einzelne Variable, son-
dern auf einen ganzen Satz von Variablen bezieht: Man schitzt das Modell ohne
z.B. Personlichkeitsvariablen, und anschlieBend wiederholt man die Modell-
schitzung einschlieBlich dieser Variablen. Nun fiithrt man den Likelihood-Ratio-
Test durch, indem man die Log-Likelihoods beider Modelle nach der obigen
Formel vergleicht. Zu beachten ist allerdings, dass der y*-Test nun auf ebenso
vielen Freiheitsgraden basiert, wie zusétzliche erklirende Variablen in das Mo-
dell eingefiligt werden. Wenn fiinf Personlichkeitsvariablen zusétzlich eingefiihrt
werden (z.B. die ,,Big Five®), dann basiert der Likelihood-Ratio-Test auf fiinf
Freiheitsgraden.

2.4 Die Modelle im Uberblick

Die generalisierten linearen Modelle sind eine relativ groBe Gruppe. In der Lite-
ratur sind die Grenzen dieser Familie jedoch nicht immer eindeutig gezogen, was
insgesamt zu einer uniibersichtlichen Situation flihrt (Long 1997, S. 251). Wie
oben dargelegt wurde, sind die Kriterien der Zugehdrigkeit zu dieser Modellfa-
milie im Prinzip eindeutig, ndmlich 1. die Fehlerverteilung der abhédngigen Vari-
ablen, die aus der Familie der exponentiellen Verteilungen entstammt, 2. eine
lineare Vorhersagegleichung fiir die transformierten abhéngigen Variablen, so-
wie 3. eine Linkfunktion, die ebendiese Transformation ermdglicht (Nelder und
Wedderburn 1972, S. 372).
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In den aktuellen Lehrbiichern werden den generalisierten linearen Modellen
unter anderen Probit-, Logit- und Poisson- und Exponentialmodelle zugeordnet
(Cameron und Trivedi 2005, S. 149), und damit auch die Ereignisanalyse
(McCullagh und Nelder 2008, S. 419ff). Dariiber hinaus existieren Regressions-
modelle, die im Rahmen von Mehrgleichungssystemen (d.h. es werden unter-
schiedliche, aber zusammengehdrige Regressionsgleichungen simultan ge-
schitzt) das Probit-Modell beinhalten, so etwa das Tobit- und das Heckman-
Modell, die beide iiblicherweise nicht den generalisierten linearen Modellen
zugeordnet werden.

Im Folgenden wird eine Ubersicht iiber die in diesem Lehrbuch besprochenen
Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse geliefert, die allerdings iiber die
klassische Menge der generalisierten linearen Modelle hinaus um Modelle erwei-
tert wurde, die nur partiell — ndmlich in nur einer von mehreren Teilgleichungen
— auf den oben genannten Kriterien basieren.

Die Reihenfolge, in der die Modelle in diesem Buch besprochen werden, ist
didaktisch motiviert. Sie ist daher eine andere, als die folgende grafische Uber-
sicht nahelegt. Die Ubersicht dient dazu, die Abstammungslinien (Genealogie)
zu verdeutlichen, damit die Leserinnen und Leser jederzeit auf einen Blick den
Zusammenhang und die Ordnung wieder herstellen kdnnen, sollten sie sich im
Dickicht des Dschungels verloren fiihlen. Mit Ausnahme der Sterbetafel und der
Kaplan-Meier-Schitzer der Ereignisanalyse, die entweder deskriptive Informati-
onen liefern oder Unterschiedshypothesen zwischen Gruppen testen (aber in jede
anwendungsorientierte Darstellung der Ereignisanalyse hinein gehdren), handelt
es sich stets um Regressionsmodelle.
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Genealogie der erweiterten generalisierten linearen Modelle

Abbildung 2:
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3 Binire logistische Regression

Wie die klassische lineare Regression stellt die bindre logistische Regression ein
Verfahren zur statistischen Erkldrung des Auftretens von Werten der abhéngigen
Variablen dar, die durch Einfliisse einer oder mehrerer unabhéngiger Variablen
bedingt sind. Die Besonderheit der bindren logistischen Regression besteht darin,
dass sie fiir die spezielle Situation verwendet wird, in der die abhidngige Variable
bindr kodiert ist und somit nur zwei Ausprigungen aufweist. Die abhingige
Variable liefert also nur die Information ,,Merkmal ist vorhanden vs. nicht vor-
handen‘ oder ,,Ereignis eingetreten vs. nicht eingetreten®.

Der folgende Abschnitt fiihrt anhand einer kleinen Beispieluntersuchung in
das Verfahren der bindren logistischen Regression ein. In dieser Untersuchung
geht es um die Ursachen einer befristeten Beschéftigung im ersten Job nach
Beendigung der Ausbildung in Ostdeutschland. Aufgrund des grundlegenden
Umbaus des ostdeutschen Erwerbssystems nach der Wende war zu erwarten,
dass die zu Zeiten der DDR recht hohe Stabilitdt der Beschéftigung sich flexibi-
lisiert. Nicht zuletzt aufgrund der auch aus Sicht der Unternehmensgriinder eher
unsicheren Zukunftserwartungen in einem marktwirtschaftlichen Regime wurden
viele Arbeitsvertrdge nur noch befristet ausgestellt. Demzufolge miisste das Ri-
siko befristeter Arbeitsvertrage bei Berufseinstieg umso hoher ausfallen, je spi-
ter eine Peson ihr Studium oder ihre berufliche Ausbildung abgeschlossen hat
(d.h. 1985, 1990 oder 1995). Ubersetzt in die statistische Modellbildung geht es
darum, welche unabhédngigen Variablen die Varianz der bindren abhidngigen
Variablen (unbefristet=0, befristet=1) erklaren.

3.1 Das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell

Man mochte die Ausprdgungen einer bindren abhéngigen Variablen durch einen
Satz von unabhéngigen Variablen erkldren, indem man eine Regressionsanalyse
durchfiihrt. Kann man dabei einfach auf das bereits bekannte lineare Regressi-
onsmodell zuriickgreifen? Prinzipiell ist das mdglich, zugleich aber nicht un-
problematisch. Ein lineares Modell fiir bindre abhéngige Variablen wird als /ine-
ares Wahrscheinlichkeitsmodell bezeichnet (engl.: Linear Probability Model,
LPM). In diesem Modell ist der Erwartungswert von y die bedingte Wahrschein-
lichkeit des Wertes 1 (=befristet, 0=unbefristet) und stellt eine Linearkombinati-
on aus Werten der unabhiangigen Variablen und der Regressionsgewichte dar:

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 3, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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EY|x)=Pr(Y =1|x)=p"x

Wie oben dargestellt, ist p'x der matrixalgebraische Ausdruck fiir diese Linear-

kombination, ndmlich: S+ fx;+[x,+...+ fx. Allerdings sind zentrale Anwen-
dungsvoraussetzungen der Schitzung linearer Regressionsmodelle nicht erfiillt,
wenn die abhingige Variable bindr kodiert ist. Die Schétzergebnisse konnen
daher verzerrt sein. Dafiir gibt es mehrere Griinde.

1. Wiirde man ein lineares Regressionsmodell mit einer bindren abhdngigen
Variablen schétzen, hétte man prinzipiell das Problem der Heteroskedastizitdt:
Die Varianz der abhidngigen Variablen verdndert sich iiber die Kategorien einer
oder mehrerer unabhéngiger Variablen. Schitzt man lineare Regressionen mit
stetig normal verteilten abhéngigen Variablen, kann man diese Annahme entwe-
der durch grafische Verfahren oder durch formale Tests iiberpriifen (Crown
1998, S. 81-87). Ist die abhingige Variable jedoch nur binér codiert, wird Hete-
roskedastizitdt zu einer unvermeidbaren Folge. Man kann dies anhand der For-
mel fiir die Berechnung der Varianz einer binomial verteilten Zufallsvariablen
(eine 0/1 kodierte abhéngige Variable) verdeutlichen (Long 1997). Sie lautet

var(Y |x)=7ze(1-7) »

wobei  der Anteilswert der abhingigen Variable ist. Sagen wir mit einem linea-
ren Regressionsmodell den Anteilswert durch die Linearkombination aus den
Werten der Prédiktoren x und den geschitzten Regressionsgewichten B vorher,
also durch p’x, dann ist @ folglich dquivalent zu B’x. Setzen wir f’x fiir 7 in die
Formel fiir die Varianz ein, ergibt das

var(Y | x) =z e (l-7)
=Pr(Y =1[x)e[I-Pr(Y =1|x)]  =(p'x)(1-(p'x))

Durch ein einfaches Zahlenbeispiel ldsst sich zeigen, wie die Varianz der Erwar-
tungswerte von y mit den erkldrenden Variablen x kovariiert. Nach der obigen
Formel erhalten wir Varianzen von 0,09, 0,16, 0,21 und 0,24, wenn wir fur x die
Werte 0,1, 0,2, 0,3 und 0,4 und fiir § jeweils den Wert 1 einsetzen. Ein lineares
Modell zur Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten verstoft daher gegen die An-
nahme der Homoskedastizitit, da sich die Varianz der Residuen, also der empiri-
schen Abweichungen des Erwartungswertes von y, mit zunechmenden Werten
von x verdndert.

2. Ein weiteres Problem der Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten binérer
abhingiger Variablen durch ein lineares Modell besteht darin, dass die zugrunde
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gelegte stetige Normalverteilung theoretisch weder eine Ober- noch eine Unter-
grenze aufweist. Wahrscheinlichkeiten sind jedoch auf ein Intervall von 0 bis 1
festgelegt. Aus der Regression resultierende Schétzwerte ober- oder unterhalb
dieses Intervalls konnen folglich keine Wahrscheinlichkeiten sein. Fiir eine steti-
ge abhdngige Variable wiren Schitzwerte auBerhalb des empirischen Wertebe-
reichs der abhédngigen Variablen kein Problem. Man konnte auf Basis der ge-
schitzten Regressionsgleichung durchaus iiber die empirisch gegebene Situation
hinausweisende Vorhersagen simulieren. Findet man beispielsweise einen posi-
tiven Zusammenhang zwischen dem Einkommen eines Haushaltes und der
Quadratmeterzahl der Wohnung, konnte man anhand der Regressionsgleichung
ceteris paribus (unter ansonsten gleichen Bedingungen) vorhersagen, dass sich
z.B. die Nachfrage nach Wohnfldche um Ay Quadratmeter erhdhen wiirde, wenn
sich das Einkommen um Ax Einheiten erhoht. Dabei spielt es fiir die simulierten
Szenarien im Prinzip keine Rolle, ob die vorhergesagten Werte in der gegenwiér-
tigen Strichprobe existieren oder nicht.

Wiirden wir also mit einem linearen Modell Wahrscheinlichkeiten vorhersa-
gen und extrem hohe Werte fiir x in die Vorhersagegleichung einsetzen, erhielten
wir Schitzwerte, die entweder kleiner als Null oder gréfer als Eins sind. Ein
lineares Modell ist also nicht fiir Schitzungen von Wahrscheinlichkeiten geeig-
net, denn Vorhersagewerte kleiner Null oder grofer Eins sind keine Wahrschein-
lichkeiten.

3. Untersuchen wir das Eintreten bestimmter Ereignisse oder das Vorliegen
eines Merkmals in Abhéngigkeit von einer unabhéngigen Variablen x, ist es auch
theoretisch fragwiirdig, einen linearen Zusammenhang anzunehmen. Warum ist
das so und welche alternative Formen von Zusammenhéngen gibt es? Nehmen
wir an, in einer Studie sollen Ursachen aufgezeigt werden, die dazu fiihren, dass
eine Arbeitsstelle nur befristet ist. Es ist davon auszugehen, dass der Zustand
»befristeter Arbeitsvertrag bei Berufseinstieg® von mehreren Faktoren abhéngig
ist, die gegeneinander kontrolliert werden miissen. Nehmen wir weiter an, ein
einflussreicher Faktor ist das Statusniveau der Arbeitsstelle, das sich positiv auf
die Wahrscheinlichkeit einer Befristung auswirkt. Der Grund dafiir konnte darin
liegen, dass die Arbeitgeber iiber das Performanzniveau eines Kandidaten und
die Qualitdt eines spezifischen Hochschulabschlusses nur unvollstindig infor-
miert sind. Aufgrund der hohen Gehilter und der Wichtigkeit der Aufgaben
gingen sie ein hohes Risiko ein, wiirden sie einen Berufseinsteiger sofort unbe-
fristet einstellen. Personen mit Hochschulausbildung haben daher generell sehr
hohe Risiken einer befristeten Beschiftigung bei Berufseinstieg, wahrend dieses
Risiko bei Personen mit einer beruflichen Lehre geringer ist. Nehmen wir eine
noch verschérfte Situation an, in der Berufseinsteiger mit Hochschulausbildung
nahezu chronisch befristete Arbeitsvertridge erhalten, wiahrend fiir Lehrabsolven-
ten eher das Gegenteil zutrifft. Die hohe Neigung der Hochschulabsolventen zu
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befristeten Vertrdgen fiihrt dazu, dass der Effekt einer zweiten erklirenden Vari-
ablen, etwa der des Merkmals ,,Geschlecht®, sich kaum mehr auszuwirken ver-
mag. Eine studierte Berufseinsteigerin erhdlt aufgrund ihres hohen Statuswertes
ohnehin nahezu mit Sicherheit einen befristeten Arbeitsvertrag — auf das Ge-
schlecht kommt es in diesem Szenario kaum mehr an. Wir beobachten empirisch
nur die Realisierung einer bindren Zufallsvariable (befristeter vs. unbefristeter
Arbeitsvertrag), die ihren Wert von 0 auf 1 wechselt, wenn ein Schwellenwert
der latenten Neigung einer Person zu einem befristeten Arbeitsvertrag liberschrit-
ten wird. Mit anderen Worten: Bei den gleichsam chronisch mit befristeten Be-
schiftigungsverhiltnissen in den Arbeitsmarkt einsteigenden Akademiker/-innen
mit hohem Statusniveau kommt es auf das Merkmal , Frau®“ nicht mehr an, um
vorherzusagen, ob ein Berufseinstieg befristet ist oder nicht.

Aber was ist bei Personen mit anderen Ausbildungen, bei denen eine 50 zu
50 Chance einer befristeten Beschéftigung bei Berufseinstieg besteht? Diese
Personen befinden sich stets unmittelbar am Schwellenwert, so dass ein weiteres
einflussreiches Merkmal, wie etwa ,,Frau®, sehr wohl ausschlaggebend dafiir sein
kann, ob eine Beschéftigung befristet ist oder nicht. Wir bendtigen darum eine
Funktion fiir den Zusammenhang von Statusniveau und befristetem Berufsein-
stieg, bei der die Steigung von y in Abhingigkeit von x zunichst klein ist (Perso-
nen, die gleichsam ,,immun® sind gegen Befristungen), dann ansteigt, ihr Maxi-
mum an der Schwelle 50/50 erreicht und anschlieend wieder zuriick geht, weil
einige Personen aufgrund von anderen Faktoren nun ohnehin mit einer extrem
hohen Wahrscheinlichkeit zu befristeten Beschéftigungsverhiltnissen neigen.

Wir benétigen eine Funktion f zur Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten, die
fiir y die Wahrscheinlichkeit des Wertes Eins in Abhdngigkeit von jeweiligen
Auspragungen der unabhédngigen Variablen vorhersagt:

PY =1]x)= f(x)

Diese Funktion soll beide miteinander verkniipfte Probleme 16sen — erstens soll
sie gegen Null und Eins konvergieren und damit innerhalb des Intervalls [0;1]
verbleiben. Zweitens soll sie am unteren und oberen Ende geringere Steigungen
aufweisen als im mittleren Bereich.

3.2 Dichtefunktion und kumulative Dichtefunktion

Aus der Statistik ist eine Verteilungsfunktion bekannt, die diese Eigenschaft
potenziell erfiillt. Betrachten wir die linke Hélfte der Abbildung 3. Die gestri-
chelte Linie bildet die Normalverteilung ab, die durchgezogene Linie stellt die
logistische Verteilung dar. Letztere ist der Normalverteilung sehr dhnlich, ver-
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lauft jedoch etwas flacher. Beide Funktionen beschreiben die (theoretische) Héu-
figkeitsverteilung der Merkmalstréger iiber die stetige x-Dimension und liefern
damit einen Hinweis auf die Wahrscheinlichkeit, einen spezifischen Wert in
dieser Dimension zu haben.

Diese Funktionen werden daher als Dichtefunktionen der Wahrscheinlichkeit
bezeichnet. Die bis zu einem bestimmten Punkt auf der x-Achse unter der Kurve
kumulierte Fliche gibt die Wahrscheinlichkeit an. In der Tat représentiert der
Wert Null der Normalverteilung eine Wahrscheinlichkeit von 50%.

Abbildung 3: Dichtefunktion und kumulative Dichtefunktion, logistische
Verteilung und Normalverteilung

-~

0 |

Werte des Préadiktors X
Werte des Pradiktors X

Die Dichtefunktion der Normalverteilung ist gegeben durch die Formel

1 2
*e—,\ /2

¢(8):‘J5;

Man kann in Stata einen Datensatz generieren, die Formel in stata-Syntax
iibertragen und die Funktion graphisch darstellen.

clear

set obs 1000

gen x=(_n — 500 )/150 /**Skalierung der x_Achse**/
gen y=1/sqrt (2*3.14) *exp (-x"2/2)

line y x

Noch einfacher wire es, die in Stata implementierte Formel zu nutzen: gen
y=normalden (x). Jedoch konvergiert die glockenférmige Dichtefunktion nicht
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gegen Null und Eins. Was aber passiert, wenn wir die Fldche unter der Normal-
verteilung aufkumulieren? Wir erhalten dann die gestrichelte Linie in der rechten
Grafik in Abbildung 3. Formal bilden wir das Integral:

2(e)=] g(e)dx

Dabei steht € fiir Bot+fix;HP,x0+...+ PBixy. Darauf kommen wir gleich zuriick,
wenn wir unser erstes Beispiel der Regression zur Vorhersage von Wahrschein-
lichkeiten besprechen.

Mathematisch ausgedriickt bedeutet die Operation des Aufkumulierens also,
dass wir das Integral der Werte von y iliber alle Werte von x bilden. Daraus ergibt
sich eine s-formig verlaufende Funktion. Sie weist exakt jene Eigenschaften auf,
die wir zur Losung unseres Problems benétigen: Sie konvergiert unten gegen 0
und oben gegen 1. Die grofite Steigung weist diese Funktion beim Punkt 0,5 auf.
Betrachten wir nun wieder die Dichtefunktion der Normalverteilung — also die
glockenformige Verteilungsfunktion —, dann wird deutlich, dass die glockenfor-
mige Dichtefunktion die erste Ableitung der s-formigen, kumulativen Dichte-
funktion der Normalverteilung darstellt und damit die Steigung dieser s-formigen
Funktion beschreibt. Jener Punkt, der 50 Prozent der Flache unterhalb der kumu-
lativen Dichtefunktion anzeigt, ist der Modalwert oder auch der Mittelwert der
glockenformigen Dichtefunktion. An dieser Stelle ist der Wert fiir die Steigung
der s-formigen kumulativen Dichtefunktion am groften. Hier betrdgt die Wahr-
scheinlichkeit 50 Prozent. Das Integral der Dichtefunktion der Normalverteilung
zeigt demnach, dass wir die Normalverteilung verwenden konnen, um in adiqua-
ter Weise die Schitzung von Wahrscheinlichkeiten abzubilden.

Die Schitzung selbst erfolgt zundchst aber nicht auf Basis der s-formigen,
kumulativen Dichtefunktion, sondern auf der Dichtefunktion der Normalvertei-
lung, d.h., auf Basis der gestrichelten Linie in der linken Halfte der Abbildung 3.
Die empirische Schéitzung durch das Regressionsmodell fiihrt zur Vorhersage
eines Wertes auf der x-Achse der Dichtefunktion der Normalverteilung. Vorher-
gesagt wird also der Wert ¢ durch die Linearkombination aus Regressionsge-
wichten und Werten der erkldrenden Variablen. Sagen wir beispielsweise einen
Wert fiir die Dichtefunktion der Normalverteilung von 0 vorher, konnen wir das
umrechnen in die kumulative Dichtefunktion und erhalten so eine Wahrschein-
lichkeit von 0,5 oder 50 Prozent. Die durch das Regressionsmodell auf Basis der
Dichtefunktion der Normalverteilung vorhergesagten Werte werden daher auch
als Probits (englisch: probability units) bezeichnet. Daher hat das Modell seinen
Namen: Probit-Modell. Hingegen kumuliert das Integral in der Formel der ku-
mulativen Dichtefunktion die Flédche unter der Dichtefunktion von -co bis zu dem



Binére logistische Regression 45

jeweiligen Probit-Wert auf. Sagen wir einen Probit-Wert von +1,96 vorher, be-
deutet das, dass 97,5 Prozent der Fliche unterhalb der Dichtefunktion der Nor-
malverteilung abgetragen werden. Komplementir bedeutet ein Probit-
Vorhersagewert von -1,96, dass nur 2,5 Prozent der Fliche abgetragen werden
und die vorhergesagte Wahrscheinlichkeit damit 2,5 Prozent betragt.

Nach derselben Logik erfolgt die Vorhersage auf Basis der logistischen Dich-
tefunktion; allerdings ist diese Verteilungsfunktion nicht im selben Mal3e wie die
Normalverteilung aus den einfiihrenden Statistikkursen geldufig. In den empiri-
schen Anwendungen der Soziologie dominiert eindeutig das sogenannte Logit-
Modell (oder die logistische Regression) gegeniiber dem Probit-Modell. Das
Probit-Modell wird insbesondere in den Volkswirtschaften, also in der Okono-
metrie, oder in den Naturwissenschaften, z.B. in der Biologie, angewandt. In
Abbildung 3 wird die (kumulative) Dichtefunktion der logistischen Verteilung
durch die durchgezogene Linie dargestellt. Auch hier sagen wir wieder zunichst
Werte in der x-Dimension der Dichtefunktion der logistischen Verteilung vorher.
Ein Vorhersagewert von 0 bedeutet wieder, dass 50 Prozent der Fldche unterhalb
der Dichtefunktion der logistischen Verteilung abgetragen werden kénnen bzw.
dass die vorhergesagte Wahrscheinlichkeit 50 Prozent betragt. Sowohl im Logit-
als auch im Probit-Modell stellt die kumulative Dichtefunktion — also die s-
formige Funktion — die vorhergesagten Erwartungswerte, nimlich die geschitzte
Wahrscheinlichkeit, dar. Wir kénnen aber die Vorhersagewerte aufgrund der
Nichtlinearitit dieser Funktionen nicht direkt durch die Linearkombination aus
Regressionsgewichten und Werten der erklirenden Variablen vorhersagen, weil
der Zusammenhang zwischen x und den Erwartungswerten von y nicht-linear ist,
sondern s-formig. Wir benétigen die passende Linkfunktion (vgl. Kapitel 2 und
3.3). Die Dichtefunktion der logistischen Verteilung f(¢) sowie die kumulative
Dichtefunktion F'(¢) lassen sich folgendermaBen darstellen:

exp(é = Sy + fixi--Bixs)
[1 +exp(e = S, + Bx,... 5%, )]2

fle)=

F(e)= exp(f, + Bix--+ B,x,)
1+exp(B, + Bx,...+ B,x,)
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Abbildung 4: a) und b): Effekte der Konstanten B, und des Koeffizienten ; auf
den Kurvenverlauf in der logistischen Regression
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Wihrend in der linearen Regression der Verdnderungsbetrag von y bei Veridnde-
rung von x um eine Einheit an jeder Stelle von x derselbe ist — es handelt sich im
linearen Fall um eine Regressionsgerade —, sind diese Verdnderungsbetrige in
Abbildung 4 von der Stelle auf der nicht-linearen Funktion abhingig. Im multip-
len logistischen Regressionsmodell sind es die Effekte der iibrigen im Modell
berticksichtigten erkldrenden Variablen x, die dariiber entscheiden, ob ein Be-
rufseinsteiger ohnehin tendenziell immun ist gegen unbefristete Arbeitsvertrige
und der Einfluss anderer Merkmale auf das Befristungsrisiko — etwa das Ge-
schlecht — auf deren Wahrscheinlichkeit nur sehr schwach ausfallt.

Abbildungen 4 a) und b) zeigen anhand des Kurvenverlaufs der logistischen
Regressionsfunktion die Wirkung unterschiedlicher Werte der Regressions-
konstanten By und des Regressionsgewichtes ;. In der linken Halfte variiert die
Regressionskonstante bei gleichbleibendem Regressionsgewicht von —2 bis +2
und bewirkt eine Verschiebung der Kurve auf der x-Achse nach links; die Kurve
steigt bei hohem B ,,frither in die Hohe. Hieraus ergibt sich eine wichtige Ei-
genschaft der nicht-linearen Funktion. Betrachten wir die durchgezogene Linie
(Bo=—2): Erhoht sich x von —1 auf 0, dann lieBe sich durch die Kurve ein be-
stimmter Verdnderungsbetrag Ay der Wahrscheinlichkeit auf der y-Achse abtra-
gen. Derselbe Verdnderungsbetrag von Ax (—1—0) erzeugt jedoch einen anderen
Veranderungsbetrag Ay’, wenn wir diesen durch die grob gestrichelte mittlere
Kurve (By=0) abtragen. Denn der Ausgangspunkt x=1 setzt an einer hoheren
Ausgangswahrscheinlichkeit von y an und damit an einer Stelle der Kurve, die
eine deutlich hohere Steigung aufweist. Obwohl die Funktionen in der linken
Hilfte der Abbildung 4 mit steigendem [, also nur nach links verschoben wer-
den, erzeugt ein Anstieg von x von —1 auf 0 unterschiedliche Verdnderungsbetra-
ge von y, je nach Grofle der Konstanten f3.

In Abbildung 4 b) ist der Effekt einer Verdnderung des Regressionsgewich-
tes B der erkldrenden Variablen x dargestellt. Je groBer B, desto steiler verlduft
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die Kurve in ihrem mittleren Bereich, der um die Wahrscheinlichkeit von 0,5
herum gelagert ist.

3.3 Log Odds, Odds, Wahrscheinlichkeiten

Beginnen wir die Darstellung der logistischen Regression und ihrer zentralen
Konzepte mit einem einfachen Beispiel: Wir untersuchen, ob in Ostdeutschland
wihrend der Umbruchphase das Risiko, auf einer befristeten Arbeitsstelle in das
Erwerbssystem einzusteigen, bei Frauen hoher war als bei den Méannern. Uns
interessieren nicht die in der Tabelle 1 dargestellten absoluten H&ufigkeiten,
sondern die Anteils- bzw. Prozentwerte. Aus diesen Prozentwerten lassen sich
einfach ,,von Hand*“ die so genannten Odds (=Chancen) und die Odds Ratios (=
Chancenverhiltnisse) berechnen. Odds werden berechnet, indem die Wahr-
scheinlichkeit P eines Zustandes oder Ereignisses durch dessen Gegenwahr-
scheinlichkeit dividiert wird, also P/(/—P). Chancen sind also keinesfalls dassel-
be wie Wahrscheinlichkeiten. Chancen driicken sich immer in Verhdltnissen von
Wahrscheinlichkeiten aus (z.B. 30/70 oder 90/10) und variieren theoretisch zwi-
schen 0 und +oo (so ergibt z.B. 99,999/0,001 den Wert 99999). Berechnen wir
die Chancen anhand der Werte aus der folgenden Tabelle 1:

P(Y =1| x = Frau)
1-P(Y =1|x= Frau)

=0,2434/0,7566 = 0,3217

P(Y =1| x = Mann)

=0,2204/0,7796 = 0,2827
1-P(Y =1| x = Mann)

In der obigen Darstellung werden die Odds fiir den Wert 1 der abhéngigen Vari-
ablen y (befristet beschiftigt im ersten Job) zunédchst unter der Bedingung be-
rechnet, dass die unabhédngige Variable x (Geschlecht) die Auspriagung ,.Frau“
aufweist; anschlieBend wird dies wiederholt fiir die Subgruppe der Méanner. Die
Odds P/(I-P) der Befristung der Arbeitsstelle betragen bei den Frauen
24.34/75,66=0,3217, bei den Ménnern dagegen 22,04/77,96=0,2827 (Tabelle 1).
Fiir die Berechnung der Odds Ratios setzen wir die beiden Odds ins Verhéltnis
zueinander:
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[W] 24,34
1- Pbgﬁ‘.\Frau _ 75,66 = 1,138

Pbgﬁ*]Marm %
77,96

1 - B)ngMann

Dies geht einfach mit Stata’s Taschenrechnerfunktion:

disp (24.34/75.66 ) / (22.04/77.96)

Das erste Ergebnis unserer Analyse ergibt einen Wert von 1,138 als Odds Ratio
fiir Frauen im Vergleich zu Ménnern, beim ersten Job eine befristete Arbeitstelle
zu haben. Berechnet wurde dieser Wert als Verhiltnis zweier Quotienten und
wird darum interpretiert als der Faktor, um den diese Odds fiir Frauen hoher sind
als fir Ménner. Oder anders ausgedriickt: Frauen haben im Vergleich zu Mén-
nern um den Faktor 1,138 bzw. um 13,8% erhohte Odds einer Befristung.

Man kann diese einfache Kreuztabellenberechnung auch mit der Methode der
logistischen Regression nachvollziehen und erhdlt dabei exakt dasselbe Ergebnis.
Fiir diesen sehr einfachen Fall, bei dem wir nur eine unabhingige Variable be-
trachten (Geschlecht), die zudem noch binér kodiert ist, konnen wir das Ergebnis
der logistischen Regression ,,von Hand nachvollziehen.

Tabelle 1: Risiko der Befristung der ersten Arbeitsstelle nach Geschlecht

Minner Frauen

unbefristet | 389 457 846
77,96% 75,66% 76,70%

befristet 110 147 257
22,04% 24 34% 23,30%

N 499 604 1103

% 100 100 100

Nur die Methode der Berechnung ist bei der logistischen Regression eine andere.
Es wird das schon erwidhnte Verfahren der Maximum-Likelihood-Schitzung
angewandt, auf die wir in Kapitel 3.8 ndher eingehen.

Wir lesen fiir die praktische Anwendung die Daten aus dem Internet ein. Um
die Arbeit zu erleichtern, schreiben wir die Internetadresse in ein ,,globales Mak-
ro“ mit dem Namen pfad (vgl. Vorwort), auf das wir spéter durch den Platzhal-
ter $pfad zugreifen kdnnen.
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use $pfad/logit.dta, clear
logit befristet frau if job==1

Dies fiihrt zu folgender st at a-Ergebnisausgabe:

Logistic regression Number of obs = 1103

LR chi2 (1) = 0.81

Prob > chi2 = 0.3692

Log likelihood = -598.39015 Pseudo R2 = 0.0007

befristet | Coef Std. Err. z P>|z|
7777777777777 +77777777777777777777777777777777777777777

frau | .1288482 .1437098 0.90 0.370

cons | -1.263099 .1079889 -11.70 0.000

Die stata-Ausgabe zeigt den maximalen Log-Likelihood-Wert, der flir die
Evaluation der Modellanpassung verwendet und oberhalb der Koeffiziententa-
belle separat aufgefiihrt wird. Aus den Werten der Log-Likelihood der ersten und
der letzten Iteration wird der xz—Wert berechnet, der mit 0,81 bei einem Frei-
heitsgrad (wir haben nur eine unabhdngige Variable in das Modell eingefiihrt)
nicht signifikant ist (p = 0,3692, n.s.). Die Berechnung erfolgt als Likelihood-
Ratio Test, bei dem die Log-Likelihood des interessierenden Modells LL, (hier
mit nur einer erkldrenden Variablen) zur Log-Likelihood eines Modells ohne
jede erkldarende Variable (Nullmodell LL,) in Beziehung gesetzt wird. Dies ge-
schieht durch die mit 2 multiplizierte Differenz der beiden Log-Likelihoods:

7 =2e(LL, - LL))

In unserem Beispiel ergibt das 2¢(—598,39015 — (—598,79336) ) = 0,80642. Aus
den y*-Verteilungstabellen einschligiger Statistikbiicher (Bortz 1989) lisst sich
entnehmen, dass dieser Wert bei einem Freiheitsgrad nicht signifikant ist.

Zudem wird in der Ergebnisausgabe die Modellanpassung durch einen Pseu-
do-R* Wert beschrieben, der hiufig analog zum R* der linearen OLS-Regression
interpretiert wird. Neben dem hier aufgefiihrten Pseudo-R? existieren noch weite-
re Varianten eines R fiir die binire logistische Regression. Man sollte aber die
zentralen Unterschiede zwischen diesen und dem R? der linearen OLS-
Regression nicht aus den Augen verlieren. Auf die Berechnung unterschiedlicher
Pseudo-R? Werte haben wir in Kapitel 2 hingewiesen. SchlieBlich ist in der Er-
gebnisausgabe auch die Anzahl der Fille angegeben, auf der die Modellschét-
zung basiert.
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Wie in den meisten Regressionsmodellen erhalten wir in der Ausgabetabelle
eine Regressionskonstante und einen Regressionskoeffizienten fiir unsere unab-
héngige Variable ,,Frau* (=1, Mann=0). Der Regressionskoeffizient hat ein posi-
tives Vorzeichen, ist mit einem z-Wert von 0,90 jedoch nicht signifikant. Die
Irrtumswahrscheinlich bei Annahme eines Effektes auch in der Grundgesamtheit
betrdgt immerhin 0,370 und ist nicht zuféllig der Irrtumwahrscheinlichkeit des
Likelihood-Ratio-Tests sehr &hnlich. Weil wir nur eine unabhingige Variable im
Modell haben, sind der y>-Test der Anpassung des Gesamtmodells sowie der t-
Test der Signifikanz des einzigen Regressionskoeffizienten auf denselben Sach-
verhalt bezogen. In komplexeren Regressionsmodellen, in denen der y*-Test die
Einfliisse mehrerer erklirender Variablen simultan testet, ist der y’-Wert tatséich-
lich auf das gesamte Modell bezogen und nicht nur auf eine einzelne unabhéngi-
ge Variable.

Die wichtigste Frage ist bisher jedoch noch unbeantwortet: Sind die Ergeb-
nisse aus der Kreuztabelle und der logistischen Regression wirklich identisch?
Fiir die bindre erkldrende Variable ,Frau“ erhalten wir einen Effekt von
0,1288482. Wir miissen diesen Wert iiber exp(0,12884) umrechnen, um den
Odds Ratio zu erhalten. Der Ausdruck exp(0,12884) ist eine vereinfachte
Schreibweise fiir e(0’12884), wobei e fiir die Eulersche Zahl 2,718 steht. Diese
Transformation macht die Logarithmierung riickgangig und wird darum auch als
Anti-Logarithmus bezeichnet. stata gibt die exp(f) im logit Befehl durch die
Option or (Odds Ratios) aus. Dies ergibt tatsdchlich einen Wert von 1,138, was
mit unserer Berechnung auf Basis der Kreuztabelle iibereinstimmt.

Warum ist diese Umrechnung erforderlich? Erinnern wir uns an die Ausfiih-
rungen in Kapitel 2 iiber das Generalisierte Lineare Modell der Regression:
Dieser Ansatz stellt eine verallgemeinernde Perspektive auf die lineare Regressi-
on dar. Die unterschiedlichen Verteilungsfunktionen fiir die abhéngigen Variab-
len (z.B. kumulative logistische Verteilungsfunktion oder Poisson-Verteilung)
sind in nicht-linearer Form mit den unabhéngigen Variablen und deren Regressi-
onsgewichten verbunden. Es ging bei diesem Ansatz darum, fiir die nicht-
linearen Funktionen jeweils eine so genannte Linkfunktion zu finden, die den
nicht-linearen Zusammenhang in einen linearen iberfiihrt. Der lineare Zusam-
menhang hat die Form:

S =B+ Byx +..+ Bx,

Als linearer Zusammenhang kann die Ergebnisausgabe gelesen werden, wenn
man fiir y den Term In( P/(I —P) ) einsetzt und durch die Regression die durch x
bedingte Variation der so genannten Log Odds vorhersagt:
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hl(l PJ B+ Bx,..+ Bx, =B'x

Aufgrund der bindren Kodierung der abhingigen Variablen (0/1) sagt die logisti-
sche Regression mit dem Erwartungswert E(y) = P(y=1|x) die Wahrscheinlich-
keit des Auftretens der Eins in Abhingigkeit von x vorher. Wie wir zu Beginn
dieses Kapitels gesehen haben, verdndert sich die Wahrscheinlichkeit in Abhén-
gigkeit von x jedoch nicht-linear. Aber durch die so genannte Logit-Linkfunktion
erhalten wir auf der rechten Seite der obigen Gleichung tatséchlich eine lineare
Kombination aus Werten der unabhédngigen Variablen und der Regressionsge-
wichte. Einer der wesentlichen Unterschiede zur linearen OLS-Regression be-
steht darin, dass die abhéngige Variable nicht direkt am Individuum gemessen
werden kann. Man kann nicht im Rahmen eines Surveys die Respondenten fra-
gen, wie hoch ihre logarithmierten Odds sind, bei Arbeitsmarkteinstieg nur einen
befristeten Vertrag zu erhalten. Die Odds ergeben sich aus einer Relation von
Wahrscheinlichkeiten und damit aus Mengenrelationen, die fiir die jeweiligen
Subgruppen berechnet und dann wiederum zueinander ins Verhéltnis gesetzt
werden. Wir haben es mit einem mathematischen Konstrukt zu tun, das im Falle
der Logarithmierung (Log Odds) auch nicht mehr intuitiv interpretierbar ist. Wir
konnen aber die durch die logistische Linkfunktion in die Linearkombination B*x
umgerechnete Ausgabe aus Tabelle 1 wieder in Wahrscheinlichkeiten zuriickre-
chen, indem wir das Resultat der Schétzung in die kumulative logistische Vertei-
lungsfunktion einsetzen. Wir hatten uns zu Beginn dieses Abschnittes bereits mit
der kumulativen logistischen Verteilungsfunktion beschiftigt. Mathematisch
wird sie folgendermallen ausgedriickt:

P(Y =1]x) = exp(p x) _ 1
L+exp(B'x)  1+exp(—(B'x))

Wie kommen wir nun von der kumulativen logistischen Verteilungsfunktion, die
nicht linear, sondern s-formig verlduft, zu der Linearkombination, d.h. zu den
Log Odds? Genau dafiir benétigen wir die Linkfunktion (vgl. Kapitel 2). Die
Giiltigkeit der Log Odds als Linkfunktion ldsst sich zeigen:



52 Binére logistische Regression

B'x =4, + px, + Bx, + Bix;
e’ =exp(B'x)

B'x

PI-=187$,X <:>E(l+eﬁ'x)=eﬁ'x
+e

S P+ P=" o P=M"-P < P=eM(1-P)
P . P

o= <l —— |=p'x

1-P 1-P

Wir multiplizieren zunichst beide Seiten mit /+ e*™. Anschliefend wird die
linke Seite der resultierenden Gleichung ausmultipliziert und ef™ « P; auf die
rechte Seite gezogen. Aus dem Term auf der rechten Seite wird nun ef™ ausge-
klammert, so dass daraus P; = ef™ « (1-P;) folgt, woraus sich schlieBlich nach
Division durch (/-P;) und Logarithmierung die Logit-Gleichung ergibt.

Weil wir nur einen binédren, d.h. mit Null und Eins kodierten, Pradiktor in das
Modell aufgenommen haben (Geschlecht als Dummy-Variable), setzen wir fiir
die Frauen [-1,263099 + 0,1288482¢1] als Wert fiir B*x ein, fiir die Manner ein-
fach nur —1,263099. Fiir die Méanner setzen wir die Dummy-Variable, die mit
dem Wert 1 die Frauen reprisentiert, auf Null und {ibrig bleibt die Regressions-
konstante, die den Wert fiir die Referenzkategorie der Manner anzeigt.

P(Y =1|x=Frau)= ! =0,24337748
1+ exp(—(—1,263099 + 0,1288482))

P(Y =1| x = Mann) = ! =0,22044088
1+ exp(—(~1,263099))

Auf diese Weise haben wir iiber die logistische Regression wieder exakt die
Ausgangswahrscheinlichkeiten reproduziert, die wir oben in der Kreuztabelle 1
gesehen hatten (24,33% Befristung bei den Frauen, 22,04% bei den Mannern).
Man kann die Ergebnisse der Schitzung einer bindren logistischen Regressi-
on in unterschiedlicher Weise darstellen. Etabliert ist in der angewandten Litera-
tur die Verwendung von Odds Ratios, aber auch die Darstellung von Log Odds,
die nur im Sinne der Vorzeichen der Koeffizienten sowie der Signifikanzniveaus
zu interpretieren sind. Anschaulichere Interpretationen sind bislang immer noch
eher selten, obwohl gute Beispiele mittlerweile verfiigbar sind (Bauer 2010).
Man kann z.B. auch die Verdnderung der Wahrscheinlichkeit der Befristung
angeben, wenn sich die unabhédngige Variable x um eine Einheit dndert. Dies



Binére logistische Regression 53

wird als discrete unit effect bezeichnet und uns noch beschéftigen. Allerdings ist
unsere unabhédngige Variable ,,Frau® bindr (0/1) kodiert, weshalb uns die Verén-
derung der Wahrscheinlichkeit bei einem Wechsel der x-Variable von 0 auf 1
interessiert. Ausgegeben wird dieser Effekt {iber den Befehl prchange, wobei
dieser nichts an der Modellschitzung dndert, sondern nur auf Basis des geschitz-
ten Regressionsmodells Umrechnungen der Koeffizienten vornimmt, um das
Ergebnis in dem gewiinschten mathematischen Format darzustellen. Folglich
funktioniert der Befehl prchange auch nur im Anschluss an ein gerade ge-
schitztes Regressionsmodell. Dieser Befehl ist nicht standardmifBig in stata
enthalten, kann aber iiber den Befehl findit spost9_ado im Internet gesucht
und direkt installiert werden (auch in Stata 12).

use $pfad/logit.dta, clear
logit befristet frau if job==
prchange

logit: Changes in Probabilities for befristet

min->max 0->1 -+1/2 -+sd/2 MargEfct
frau 0.0229 0.0229 0.0230 0.0115 0.0230

In der Ausgabe finden sich folgende Informationen: Die Veranderung der Wahr-
scheinlichkeit der Befristung betrdgt 0,0229, wenn x (Frau) vom Minimum auf
das Maximum springt (min->max). Redundant dazu ist im Falle einer 0/1 ko-
dierten unabhéngigen Variablen die Verdnderung der Wahrscheinlichkeit einer
Befristung, wenn das Merkmal ,,Frau® von Null auf Eins springt (0->1), was
identisch ist mit einer min->max-Verdnderung. Unter der zunichst irritierenden
Uberschrift (-+1/2) gibt stata den discrete unit effect fiir metrische Variablen
an. Unter (-+sd/2) ist eine Variante des discrete unit effects dargestellt, bei dem
die Verdnderung von y bei Verdnderung von x um eine Standardabweichung
berechnet wird. Den so genannten ,,marginalen Effekt” finden wir in der Spalte
MargEfct. Diese Arten der Ergebnisdarstellung werden wir weiter unten erléu-
tern. Interessant ist fiir uns der 0->1 Sprung von x (=Frau), der die Wahrschein-
lichkeit einer befristeten Beschéftigung um 0,0229, d.h. 2,29 Prozentpunkte,
erhoht. Wieder stimmt dies mit unserer Berechnung auf Basis der obigen Tabelle
1 {iiberein, denn die Differenz der Wahrscheinlichkeit einer Befristung betragt
zwischen Miénnern und Frauen ebenfalls 2,29 Prozentpunkte (24,33%—
22,04%=2,29).

An dieser Stelle sei noch einmal betont, dass hier die Verdnderung von
Wahrscheinlichkeiten in Prozentpunkten gemessen wird, wihrend Verdnderun-
gen der Odds in Form von Odds Ratios hdufig als Verdnderungen in Prozent
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angegeben werden. Dieser Unterschied wird leider auch von etablierten Wissen-
schaftlern nicht immer adidquat nachvollzogen. Eine Wahrscheinlichkeit variiert
immer zwischen Null und Eins bzw. zwischen 1 und 100%, und ihre Verinde-
rung lasst sich aufgrund dieser liberschaubaren Skala anschaulich in der MaBein-
heit der Prozentpunkte darstellen. Aus der Ergebnisausgabe aus Tabelle 2 erhal-
ten wir diese Information aber nicht direkt — auch nicht, wenn wir iiber exp(p)
die Koeffizienten als Odds Ratios darstellen. Weil die Odds Ratios keine Infor-
mation iiber die Ausgangsrisiken eines Ereignisses beinhalten, sind auch sie
genau genommen nicht besonders anschaulich. Nehmen wir als Beispiel einen
fiktiven Odds Ratio von =~ 2,11, demzufolge also die Chance (besser: das Risiko)
einer befristeten Beschéftigung bei den Frauen 2,1-mal hoher ist als bei den
Minnern. Dieser Odds Ratio von 2,11 kann sich aber aus vollig unterschiedli-
chen Wahrscheinlichkeiten zusammensetzen. Nehmen wir ein Szenario an, in
dem das Risiko der Befristung insgesamt eher gering ist und — je nach Subpopu-
lation — zwischen 5 und 10% liegt. Die Odds der Ménner betragen 5/95, die der
Frauen 10/90. In diesem Szenario bedeutet eine Erhéhung der Odds um den
Faktor 2,11, dass eine befristete Beschédftigung immer noch nicht sehr wahr-
scheinlich ist, weil eine Befristung insgesamt eher selten vorkommt. Die Wahr-
scheinlichkeitsdifferenz betrdgt gerade einmal 5 Prozentpunkte. In einem ande-
ren Szenario, in dem Befristungen weitaus hiufiger vorkommen, kann ein Odds
Ratio von 2,11 mit einer deutlich groBeren Wahrscheinlichkeitsdifferenz einher-
gehen. Betragen die Odds der Ménner beispielsweise 50/50 und die der Frauen
67,8/32,2, betrdgt diese Differenz der Wahrscheinlichkeit immerhin 17,8 Pro-
zentpunkte, was ein deutlich groBerer Unterschied ist, obwohl der Odds Ratio
etwa identisch ist:

(10/90) / (05/95) ~ (67,8/32,2) / (50/50) ~ 2,11

Hinter einem Odds Ratio von 2,11 kénnen sich bezogen auf die Wahrscheinlich-
keit also grundlegend unterschiedliche Situationen verbergen. Wenn sich in der
Subpopulation der Blockfléte spielenden kirchlich engagierten Akademikertdch-
ter in der 9. Jahrgangsstufe aufgrund von bestimmten Computerspielen die Odds
eines schweren Gewaltdeliktes um den Faktor 2 erhohen, muss man sich vor
diesen Computerspielerinnen trotzdem nicht flirchten. Wenn jedoch in einer
anderen Subpopulation die Neigung zur Gewaltdelinquenz schon relativ hoch ist,
z.B. nahe 50 Prozent liegt, dann kann sich ein weiterer Risikofaktor, wie das
Spielen gewalttatiger Computerspiele, recht stark auf das Risiko eines schweren
Gewaltdeliktes auswirken, weil bei einer Wahrscheinlichkeit von 50 Prozent die
kumulative logistische Dichtefunktion ihre hdochste Steigung hat. Mit anderen
Worten: Es reicht ein kleines Ziinglein auf der Waage, um jemanden, der ande-
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renfalls kein Gewalttiter wire, zum Gewalttiter zu machen. Allerdings sollte
bedacht werden, dass derartige Formulierungen insofern unangemessen sind, als
sie nahelegen, bei der Wahrscheinlichkeit handele es sich um ein direkt messba-
res Merkmal der Individuen. Das trifft aber nicht zu. Wahrscheinlichkeiten kann
ein Beobachter nie direkt bei den Individuen selbst abmessen (anders als z.B. das
Einkommen oder die K&rpergrofle), sondern er muss eine Rechenoperation iiber
Mengen oder Teilmengen durchfiihren. Nichtsdestotrotz kann es aber sein, dass
manche Subpopulationen quasi immun dagegen sind, ein Gewaltdelikt zu bege-
hen, auch bei Hinzukommen eines bestimmten Risikofaktors, wihrend in ande-
ren Subpopulationen dieser weitere kleine Risikofaktor letztlich ausschlaggebend
sein kann. Bevor wir uns nun die Interpretation der Koeffizienten einer logisti-
schen Regression genauer ansehen, betrachten wir ein Beispiel, in dem nur Ef-
fekte auf die Log Odds oder Logits sowie Odds Ratios interpretiert werden.

Tabelle 2: Einflussfaktoren auf das Risiko eines befristeten ersten Jobs in
Ostdeutschland, logistische Regression

Log Odds Odds Ratio
Frau (=1, sonst 0) 0.490** 1.633%*
Alter 0.079* 1.083*
Status ISEI 88 0.045%** 1.047%
Kohorte 1985 Referenz Referenz
Kohorte 1990 1.39%* 4.016%**
Kohorte 1995 3.02%%* 20.671%**
Konstante -8.32%** 0.000%***
N 1060 1060
R*(McKelvey & Zavoina) 0.456 0.456

Tabelle 2 zeigt die Einflussfaktoren auf das Risiko eines befristeten ersten Jobs
in Ostdeutschland.

use $pfad/logit.dta, clear
logit befristet frau alter isei_88 kohorte2 ///
kohorte3 if Jjob==

Wir sagen in diesem Modell die Risiken eines befristeten ersten Jobs vorher
durch Geschlecht, Alter, Status sowie die Zugehorigkeit zur jeweiligen Absol-
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ventenkohorte. In der linken Spalte werden die Effekte der erkldrenden Variab-
len als Verdnderungen der Log Odds dargestellt, wihrend in der rechten Spalte
Odds Ratios dargestellt sind. Unter der Perspektive der Log Odds zeigt sich, dass
Frauen eine signifikant hohere Neigung zu einem befristeten ersten Job haben als
Mainner. Zudem steigt mit jedem weiteren Altersjahr diese Neigung signifikant.
Mit jedem Jahr nehmen die Log Odds einer Befristung um 0,079 zu. Einen posi-
tiven Effekt auf die Befristung des ersten Jobs hat ebenso der Status: Mit jedem
weiteren Wert auf der ISEI88-Skala (International Socio-Economic Index of
Occupational Status, metrisches Statusmal3 basierend auf Einkommen und Bil-
dung) erhohen sich die Log Odds einer Befristung um 0,045. Gegeniiber der
Referenzgruppe der Kohorte 1985 sind die Log Odds in der Kohorte 1990 um
1,39 erhoht; bei der Kohorte 1995 sind es sogar 3,02, beide Effekte sind hochst
signifikant. Was an der Interpretation der Ergebnisse aus der Perspektive der Log
Odds auffillt, ist ein relativ abstrakter Informationsgehalt, der eigentlich nur im
Sinne der Signifikanz und der Vorzeichen substantiell interpretiert werden kann.
Alle Effekte, die in diesem Modell enthalten sind, sind positiv, d.h., sie erhdhen
die Log Odds. Grundsitzlich ist aus der Perspektive der Log Odds natiirlich auch
ein negativer Effekt mdglich, der also die Log Odds — z.B. im Vergleich zur
Referenzkategorie — reduziert.

Betrachten wir nun die zweite Spalte, in der die Ergebnisse als Odds Ratios
dargestellt sind und interpretiert werden. Der Odds Ratio ist der jeweilige Faktor,
um den sich die Odds veridndern, wenn sich der Wert der unabhingigen Variab-
len um eine Einheit erhdht. Anders als bei den Log Odds, bei denen der Wert 0
den neutralen Punkt bildet, ist bei den Odds Ratios der Wert 1 der neutrale
Punkt. Die Effekte auf die Log Odds lassen sich durch die Operation exp(f) in
Odds Ratios iiberfiihren. Hat eine unabhingige Variable keinen Einfluss auf die
Log Odds, betrdgt der Koeffizient 0; exp(0) ergibt 1. Ein Effekt auf die Log
Odds von 0 wird zu einem Odds Ratio von 1. In Tabelle 2 sehen wir in der Spal-
te ,,Odds Ratio®, dass Frauen gegeniiber Médnnern um den Faktor 1,633 erhdhte
Odds einer befristeten ersten Arbeitsstelle haben. Mit jedem Altersjahr steigen
die Odds einer befristeten ersten Arbeitsstelle um den Faktor 1,083, und mit
jedem weiteren Wert auf der Statusskala ISEI nehmen die Odds um den Faktor
1,047 zu. Die Darstellung als Odds Ratio dndert zwar die Interpretation; an der
Signifikanz der Einflussfaktoren andert sich gegeniiber der Log Odds-
Perspektive jedoch nichts. Weiterhin sehen wir, dass die Absolventenkohorte
von 1990 um den Faktor 4 erhohte Odds einer befristeten ersten Arbeitsstelle
aufweist im Vergleich zur Referenzgruppe der Absolventen aus dem Jahre 1985.
Extrem drastisch ist der Effekt der Kohorte 1995: Hier sind die Chancen (bzw.
die Risiken) einer befristeten ersten Arbeitsstelle gegeniiber der Referenzgruppe
der Absolventen von 1985 sogar um den Faktor 20,671 erhoht. Dieser Effekt ist
duBerst extrem und legt es nahe, sich den sozialen Prozess, der dahinter steht,
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noch einmal genauer anzusehen. Offensichtlich war eine befristete erste Arbeits-
stelle zu Zeiten der DDR eine Ausnahme, und in diesem Regime haben die meis-
ten Absolventen aus dem Jahre 1985 sowie ein grofler Teil der Kohorte 1990 ihre
erste Arbeitsstelle angetreten. Im Vergleich zur Kohorte 1985 geht der Berufs-
einstiegsprozess der Kohorte 1995 mit einem extrem erhohten Risiko einer Be-
fristung einher. Der drastische Effekt scheint in diesem Fall also eher durch die
extreme Seltenheit einer Befristung der ersten Arbeitsstelle bei der Absolventen-
kohorte 1985 (also unter dem DDR-Regime) erzeugt zu sein. Des Weiteren zeigt
die Tabelle mit dem R*-Wert von McKelvey und Zavoina, dass das Modell rela-
tiv gut zu den Daten passt, da die erkldrte Varianz 45,6 Prozent betragt. In der
linken Spalte der Log Odds zeigt sich ein sehr niedriger Wert der Regressions-
konstanten mit -8,32. Dieser Wert ergibt sich daraus, dass alle Effekte, die in das
Modell einbezogen wurden, positive Einfliisse auf die Log Odds aufweisen. Die
Konstante zeigt ja die Log Odds der Referenzkategorie, die bei allen im Modell
vorhandenen Variablen den Wert 0 aufweist. Dieser Wert ist artifiziell, da es
keine Person gibt, die 0 Altersjahre und keine Person, die beim ersten Job einen
Statuswert von 0 aufweist. Daher sollte man diese Konstante nicht niher inter-
pretieren.

Trotz der begrenzten Interpretierbarkeit wird die Darstellung in Form der Log
Odds in der Literatur hdufig verwendet. Wir bendtigen die Log Odds aullerdem,
um die Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten, transformiert durch die logistische
Linkfunktion, als Linearkombination aus Regressionsgewichten und Werten der
unabhédngigen Variablen darzustellen. Best und Wolf (2010) weisen allerdings
auf einen wichtigen Punkt hin: Threr Auffassung nach ist die Darstellung der
Effekte in Form von Log Odds nicht weniger anschaulich als die Darstellung der
Odds Ratios. Threr Auffassung nach bietet die Odds Ratio Interpretation keinerlei
Vorteile gegeniiber den Logits. Sie weisen zugleich darauf hin, dass die Interpre-
tation als Odds Ratio eine Fehlerquelle erdffnet, ndmlich die Fehlinterpretation
der Odds Ratios als Verdnderung von Wahrscheinlichkeiten. Auf diesen Punkt
werden wir noch einmal zuriickkommen.

3.4 Zweimal kumulative logistische Dichtefunktion zur Vorhersage von
Wabhrscheinlichkeiten

In der Literatur findet man fiir die logistische Regression zur Vorhersage von
Wahrscheinlichkeiten hdufig zwei unterschiedliche, aber algebraisch dquivalente
Darstellungen (Rabe-Hesketh und Skrondal 2008, Kap. 4).
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exp(x'p) 1

Ply=1xp)= 1+exp(x'P) 1+ exp(—x'p)

In manchen Lehrbiichern wird auf ,.ein bisschen Algebra“ verwiesen, die Aqui-
valenz beider Darstellungen jedoch nicht nachvollziehbar bewiesen. Wenngleich
die Umformung tatsichlich nicht {iberkomplex ist, soll sie an dieser Stelle trotz-
dem in kleinen Schritten nachvollzogen werden. Erfahrungsgemif3 kdnnen auch
Studierende der Sozialwissenschaften solche Umformungen nicht aus dem Steh-
greif, und das Auslassen von Zwischenschritten filihrt hdufig zu Frustration. Da-
her wird im Folgenden der algebraische Weg schrittweise nachvollzogen.

P(Y =1]x) = exp(By + Bx..+ B,x,)  exp(x'B)

1+exp(f, + Bix...+ B,x,) 1+exp(x'B)

1 1 1
~ L+exp(x'B)  l+exp(x'B)  exp(-x'B)  (1+exp(x'P)) e exp(-x'p)
exp(x'p) exp(x'p)  exp(—x'p) exp(x'p-x'p)
1 1 1
 exp(—X'B) + {exp(x'B) e exp(-X'B)}  exp(—x'B)+exp(x'B—x'B) exp(-x'B)+1
1
~ 1
1+ exp(—x'B)

Zunéchst wird der Kehrwert des Ausgangsterms unter den Bruchstrich gezogen.
Sodann wird der Quotient im Nenner erweitert mit Eins durch exp(—x’p)/exp(—
x’B). Wir kdnnen nun ausmultiplizieren, so dass auch innerhalb der geschwun-
genen Klammer wiederum exp(x’p — x’B) zu 1 wird.

3.5 Interpretation der Effekte

In welcher Weise werden die Ergebnisse der logistischen Regression dargestellt
und interpretiert? Die unterschiedlichen Interpretationsweisen wollen wir uns
noch einmal anhand einer Ubersicht verdeutlichen. Betrachten wir zunichst die
erste Variante, bei der das Ergebnis im Sinne einer Linearkombination aus Re-
gressionsgewichten und Werten der unabhédngigen Variablen dargestellt wird. In
diesem Fall ist die abhéngige Variable links des Gleichheitszeichens durch die
Log Odds gegeben.
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Effekte auf die Log Odds

Verdndert sich x um eine Einheit, verdndern sich die Log Odds um f Einheiten.
Die Log Odds der Befristung sind bei den Frauen um 0,490 hoher als bei den
Mainnern (Tabelle 2, S. 55). Wie bereits erwdhnt, sollte bedacht werden, dass die
Log Odds nicht direkt messbar sind, sondern immer aus Mengenverhiltnissen
berechnet werden. Die Log Odds sind eine logarithmische Transformation der
Odds. Darin besteht die Linkfunktion, tiber die die nicht-lineare, kumulative
logistische Verteilungsfunktion in eine lineare Kombination aus Regressionsge-
wichten und Werten der unabhéngigen Variablen transformiert wird (vgl. Kapitel
2).

+0,0790x,,,, +0,0450 x50 + 1,390 X4, 01090-1

rau=1 Alter

h{ P Pj =-832+0,49ex,

Allerdings sind die Regressionsgewichte unter der Perspektive der Log Odds
nicht anschaulich interpretierbar, da es sich um ein mathematisches Konstrukt —
ndmlich die Odds — handelt, das zudem noch logarithmisch transformiert wurde.
Interpretierbar sind genau genommen nur das Vorzeichen der Koeffizienten
sowie deren Signifikanz.

Der Vorteil einer Darstellung in Form von Log Odds besteht aber darin, dass
das Ergebnis, wie auch bei der linearen OLS-Regression, als Linearkombination
dargestellt wird, ndmlich aus Summe von Regressionsgewicht multipliziert mit
dem Wert der unabhédngigen Variablen.

Odds Ratios

Um den Logarithmus auf der linken Seite der obigen Gleichung aufzuheben,
verwenden wir den Anti-Logarithmus (auch als Antilog bezeichnet, d.h. einen
Exponenten zur Basis e) auf der rechten Seite. Die Linearkombination aus Re-
gressionsgewichten und Werten der unabhédngigen Variablen ist nun in eine
Klammer hineingezogen. Dieser Ausdruck ist algebraisch dquivalent mit einer
multiplikativen Verkniipfung der einzelnen Koeffizienten mit den jeweiligen
erkldrenden x-Variablen. Diese multiplikative Verkniipfung macht deutlich, dass
wir bei den Odds Ratios die Linearitit auf der rechten Seite der Gleichung auf-
gehoben haben. Im Falle einer multiplen logistischen Regression kann man nach
Schétzung der Koeffizienten fiir jedes Individuum die entsprechenden Werte der
unabhéngigen Variablen einsetzen, und so die spezifischen Odds eines Ereignis-
ses in jener Subpopulation vorhersagen, die genau diese Werte aufweist.
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L = exp(ﬂo + ﬂlxl +ﬂ2x2 +...+ﬂkxk)
1-P
P
S =exp(f)) e exp(Bx,) e exp(f,x,) ®...e exp(f,.x,)

Der Antilog der Log Odds sind Odds, d.h. Chancen oder Risiken. Sie stellen das
Verhiltnis von Wahrscheinlichkeit und Gegenwahrscheinlichkeit dar.

R — exp(B, + Blx, +1])
exp(f, + fix)

R — exp(B,) ® exp(fx._,) _ exp(f,) e exp(f e 1..,,)
exp(f)) e exp(Bx,_,) exp(S,))eexp(p *0,,)

=exp(f)

Im Rahmen einer binédren logistischen Regressionsanalyse wird aus der Perspek-
tive der Odds Ratios folgender Fragestellung nachgegangen: Wie verhalten sich
die Verhiltnisse der Odds verschiedener Gruppen zueinander, jeweils unter Kon-
trolle weitere Merkmale der Personen?

Bei der Interpretation der Ergebnisse in Form von Odds Ratios muss noch ei-
ne weitere Besonderheit beachtet werden. Nehmen wir zwei Gruppen, die identi-
sche Odds aufweisen. So konnen Ménner und Frauen jeweils Odds von 10:90
aufweisen, bei Einstieg in den Arbeitsmarkt nur eine befristete Arbeitsstelle zu
bekommen. Setzen wir diese beiden Odds in ein Verhéltnis zueinander, um den
Odds Ratio zu berechnen, ergibt das den Wert Eins. Der Wert Eins stellt die
neutrale Achse dar, auf der wir keinen Einfluss des Geschlechtes auf die Befris-
tung der Arbeitsvertrage feststellen konnen. Haitte die Variable ,,Frau® im Ver-
gleich zu den Ménnern einen Odds Ratio <1, dann wére das Risiko der Befris-
tung in der Gruppe der Frauen geringer als in der Gruppe der Ménner. Dagegen
bedeutet ein Odds Ratio >1, dass in der Gruppe der Frauen das Risiko eines
befristeten Arbeitsverhdltnisses grofer ist als bei den Ménnern.

Die Besonderheit der Odds Ratios besteht darin, dass ihr Wertebereich zwi-
schen 0 und oo variiert. Dabei ist die neutrale Achse von 1 asymmetrisch in die-
sen Variationsbereich eingelagert. Werte, die sich verringernde Odds anzeigen,
variieren nur zwischen 0 und <1. Dagegen konnen Werte, die positive Effekte
einer Variable auf die Odds anzeigen, zwischen >1 und +co variieren. Diese
Asymmetrie um den neutralen Punkt der 1 herum sollte stets bedacht werden, da
bei den Odds Ratios <1 bereits sehr geringe Verdnderungen grofle Auswirkungen
auf die Odds Ratios haben konnen. Es ist daher ratsam, Odds Ratios <1 umzu-
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rechnen, um sie in ihrem Betrag vergleichbar zu machen mit Odds Ratios >1.
Dies geschieht dadurch, dass man den Wert Eins durch den Odds Ratio dividiert.
Nehmen wir ein Odds Ratio von 0,10 als Beispiel: Dividieren wir 1 durch 0,10,
erhalten wir einen Odds Ratio von Faktor 10. Zum Vergleich betrachten wir
einen Odds Ratio von 0,16. Dividieren wir nun 1 durch 0,16, erhalten wir einen
Odds Ratio von Faktor 6,25"". Obwohl sich bei dem Odds-Ratio <1 nur die zwei-
te Nachkommastelle verdndert, hat dies eine erhebliche Auswirkung auf die
Hohe der Odds Ratios. AuBlerdem ist zu beachten, dass bei der Ergebnisausgabe
als Odds Ratios auch die Konfidenzintervalle asymmetrisch um den Punktschét-
zer herum gelagert sind. Sie berechnen sich aus den Antilogarithmen der beiden
Grenzen der Konfidenzintervalle der Log Odds. Die Standardfehler (s.e.) der
Odds Ratios berechnen sich nach der Formel

s.e.(OR) =exp(f)es.e.(f)

Nehmen wir wieder unser einfaches Beispiel der Befristung von Arbeitsverhalt-
nissen beim Einstieg in den Arbeitsmarkt. Wieder vergleichen wir die Chancen
der Ménner und der Frauen. Grundsitzlich ldsst sich fiir beliebige Merkmals-
kombinationen ein Odds Ratio berechnen, indem wir die Odds fiir eine jeweilige
Subpopulation in die Gleichung fiir den Odds Ratio einsetzen. Dabei konnen wir
in den Zihler der Gleichung eine x-Variable um eine Einheit erhohen, wihrend
wir dies im Nenner der Gleichung nicht tun. Genau nach dieser Logik kann man
den Effekt des Merkmals ,,Frau® auf die Chance bzw. das Risiko eines befriste-
ten Arbeitsverhdltnisses darstellen. Aufgrund der multiplikativen Verkniipfung
der einzelnen Terme [exp(P)] lassen sich die Odds der Regressionskonstanten
aus der Gleichung herauskiirzen. Im Zéhler steht nun exp(f e1[Frau]) wahrend
im Nenner steht exp(p e0[Mann]). Da exp(0)=1 ergibt, bleibt exp(p) tibrig.

In unserer exemplarischen Modellschitzung in Tabelle 2 erhielten wir einen
QOdds Ratio fiir ,,Frau“ von 1,633.

exp(0,490)=1,633
(exp(0,490) - 1) e 100% = 63,3%

Demzufolge haben Frauen einen um den Faktor 1,633 bzw. 63,3% erhohtes Ri-
siko eines befristeten Arbeitsverhiltnisses. Die Verdnderungen der Odds lassen
sich also in Prozent ausdriicken — nicht aber in Prozentpunkten. Dagegen werden
Verdnderungen von Wahrscheinlichkeiten nur in Prozentpunkten ausgedriickt,
nicht aber in Prozent (siche unten). Im multiplen logistischen Regressionsmodell
in Tabelle 2 ist dies der Odds Ratio eines befristeten Arbeitsverhdltnisses der
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Frauen gegeniiber Ménnern, unter Kontrolle aller weiteren in das Modell einbe-
zogenen Variablen.

Standardisierte Effektkoeffizienten

Standardisierte Effektkoeffizienten machen die Einflussstarken iiber unterschied-
liche Skalenniveaus der unabhingigen Variablen hinweg vergleichbar. Man
erhélt sie dadurch, dass innerhalb der Klammer der Effekt auf die Log Odds mit
der Standardabweichung der jeweiligen unabhidngigen Variablen multipliziert
wird.

exp(fes,)
exp(0,0793,59)=1,33

Wie sich zeigen lédsst (Kohler und Kreuter 2005), sollte man diese Standardisie-
rung allerdings nicht fiir Dummy-Variablen durchfiihren, weshalb in diesem
Beispiel der standardisierte Effektkoeffizient der Altersvariable dargestellt ist.
Man kann diese Koeffizienten in Stata im Anschluss an die Modellschidtzung
mit dem Befehl listcoef ausgeben lassen (zuvor suchen mit findit
spost9_ado).

Discrete unit effects

Gleichwohl die Interpretation in Form der Odds Ratios verbreitet ist, wird sie der
eigentlichen Intention des logistischen Regressionsmodells nicht gerecht. Letzt-
lich geht es ja um die Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten, deren Differenzen
in Form von Prozentpunkten relativ anschaulich darstellbar sind. Denn einen
wichtigen Punkt kann man gar nicht oft genug betonen: Odds Ratios beschreiben
nicht die Verdnderungen von Wahrscheinlichkeiten, sondern Chancenverhéltnis-
se. Die eigentlich interessierende abhidngige Variable stellt in der logistischen
Regression die Wahrscheinlichkeit dar, wihrend die Odds das Verhiltnis von
Wahrscheinlichkeit zu Gegenwahrscheinlichkeit ausdriicken — und damit eine
vollig andere Quantitdt bzw. MaBeinheit. Verdnderungen von Wahrscheinlich-
keiten sind aber nur darstellbar, wenn zuvor die Wahrscheinlichkeiten aus der
kumulativen logistischen Verteilungsfunktion errechnet wurden.

Die sich daraus ergebende Darstellung der Verdnderung von Wahrschein-
lichkeiten durch den Einfluss einer Variablen als discrete unit-Effekt ist anschau-
lich, weil er die tibliche Skala der Wahrscheinlichkeit mit Werten von 0 bis 1
bzw. von 1 bis 100 Prozent nutzt. Vom discrete unit-Effekt zu unterscheiden ist
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der sogenannte marginale Effekt, der unter bestimmten Bedingungen eine Ap-
proximation des discrete unit-Effekts darstellt.

Abbildung 5: Marginaler Effekt und discrete unit effect
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Zum Verstindnis des marginalen Effektes und des discrete unit-Effekts betrach-
ten wir Abbildung 5. Auf der y-Achse ist die Wahrscheinlichkeit von 0 bis 1
abgetragen, auf der x-Achse Werte einer unabhéngigen Variablen. Zu sehen ist
als gestrichelte Linie die s-formige, kumulative logistische Verteilungsfunktion.
Der discrete unit-Effekt soll veranschaulichen, um welchen Betrag sich die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses dndert, wenn die unabhédngige Variable x
um eine Einheit, d.h. um einen diskreten Schritt, zunimmt.

Im Falle der linearen OLS-Regression ist dieser Effekt in der Regel direkt aus
den Regressionskoeffizienten ablesbar — nicht aber bei einem Modell, das auf der
nicht-linearen kumulativen logistischen Verteilungsfunktion basiert. Das liegt
daran, dass diese Funktion iiber die Werte von x hinweg unterschiedliche Stei-
gungen aufweist. Wenn die Steigungen aber unterschiedlich sind, gibt es auch
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keinen eindeutigen Verdnderungsbetrag der abhéngigen Variablen, der bedingt
ist durch eine diskrete Verdnderung von x.

Betrachten wir in der obigen Abbildung 5 einen diskreten Schritt der x-
Variable von 1 nach 2. Aus dem Anstieg der logistischen Funktion im Intervall
von x zwischen 1 und 2 ldsst sich ein Verdnderungsbetrag in der y-Dimension,
d.h. der abhingigen Variablen, abtragen. Wiederholen wir dieses Vorgehen je-
doch fiir einen diskreten Schritt bei Aéheren Werten von x, bei einem Schritt von
4 nach 5, dann setzen wir an einer Stelle an, die eine weitaus geringere Steigung
aufweist als im Intervall von x zwischen 1 und 2. Obwohl wir also in beiden
Fillen einen diskreten Schritt auf der x-Achse vollziehen, unterscheiden sich die
dadurch bedingten Veridnderungsbetriage auf der y-Achse.

Wir miissen darum einen plausiblen Referenzpunkt festlegen, um den herum
wir den diskreten Schritt auf der x-Achse vollziehen. Nur iiber einen eindeutigen
Referenzpunkt kommen wir auch zu einem eindeutigen discrete unit-Effekt. Als
weitere Komplikation kommt hinzu, dass die beiden unterschiedlichen Szenarien
— ndmlich der Schritt von 1 nach 2 sowie der Schritt von 4 nach 5 in der x-
Dimension — unterschiedlich hohe Ausgangsrisiken des Ereignisses der abhédngi-
gen Variablen impliziert. Das Ausgangsrisiko der abhéngigen Variablen ist bei
einem Schritt von 1 nach 2 relativ gering, man ist also eher ,,unten* auf der logis-
tischen Funktion angesiedelt. Dieses Ausgangsrisiko hangt im Falle der multip-
len logistischen Regression von den weiteren in das Modell einbezogenen Vari-
ablen ab, also auch von den Kontrollvariablen. Es ist daher festzulegen, an wel-
cher Stelle der kumulativen logistischen Funktion der diskrete Schritt abgetragen
wird. Zur Losung dieses Problems ist folgende Konvention verbreitet: Im ersten
Schritt schétzt man auf Basis der logistischen Regression die Koeffizienten. Die
Vorhersage der Log Odds wird verwendet, um fiir zwei unterschiedliche Szena-
rien die Wahrscheinlichkeiten fiir ein durchschnittliches Individuum vorherzusa-
gen. Aus diesen beiden Szenarien wird dann eine Differenz von Wahrscheinlich-
keiten gebildet, aus denen sich der discrete unit-Effekt ergibt (Long 1997, S. 74).

Wie sehen diese beiden Szenarien aus? Soll der discrete unit-Effekt fiir eine
spezifische Variable x; berechnet werden, setzt man in beiden Szenarien die
Mittelwerte der jeweils anderen Variablen x ein, also der Kontrollvariablen und
der weiteren substantiell interessierenden Variablen. Dies wird gemacht, um das
Ausgangsrisiko fir das durchschnittliche Individuum konstant zu halten. Im
ersten Szenario wird nun auch fiir die interessierende Variable x; der Mittelwert
berechnet und der Wert 0,5 hinzu addiert. Durch diese Addition befinden wir uns
nun einen halben diskreten Schritt oberhalb des Mittelwertes von x;. Im zweiten
Szenario wird — wieder bei Konstanthaltung der iibrigen Variablen beim Mittel-
wert — vom Mittelwert der interessierenden Variablen x; der Wert von 0,5 abge-
zogen. Wir befinden uns nun einen halben diskreten Schritt unterhalb des Mit-
telwertes der interessierenden Variablen x;. Der discrete unit-Effekt fir die Vari-
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able x; wird nun berechnet aus der Differenz der Wahrscheinlichkeiten aus bei-
den Szenarien. Mdchte man fiir alle im Modell enthaltenen Variablen den discre-
te unit-Effekt berechnen, wird abwechselnd jede der Variablen fiir x; eingesetzt,
und jeweils alle anderen werden als Kontrollvariablen beim Mittelwert konstant
gehalten. Dieses Vorgehen zur Berechnung des discrete unit-Effekts lasst sich
formal darstellen durch

P¥ =1]x)= OB
1+exp(x'B)

APA =X _ py —11%,%, +0.5)= P(Y = 1| %, %, — 0,5)

k

Wie man sieht, ist der Rechenaufwand insbesondere bei Modellen mit vielen
erklirenden Variablen recht hoch, da man wiederholt jeweils zweimal in die
logistische Funktion die entsprechenden Werte der geschétzten Linearkombina-
tion einsetzen muss. In Stata erhdlt man die discrete unit Effekte komfortabel
mit dem Befehl prchange (wenn noch nicht installiert: findit spost9_ado).

Marginaler Effekt

Vom discrete unit Effekt zu unterscheiden ist der marginale Effekt. Betrachten
wir wieder Abbildung 5. Bei einer stetigen Betrachtung der unabhéngigen Vari-
able x ist man nicht mehr an einem diskreten Schritt interessiert, sondern an der
Steigung der logistischen Funktion in einem infinitesimal kleinen Intervall in der
Dimension von x. Man differenziert darum die logistische Funktion an einer
jeweils festzulegenden Stelle — man bildet, mit anderen Worten, die erste Ablei-
tung der Funktion. Daraus erhilt man die Steigung der nicht-linearen Funktion
an dem festgelegten Punkt. Der Term OP(Y=1|x)/0x; stellt die Verédnderung der
Wahrscheinlichkeit P bedingt durch eine infinitesimale Verdnderung von x; dar
(Long 1997, S. 72).

OP(Y =1]x) _ e P[1-P]
ox,

Er entspricht dem Produkt aus Wahrscheinlichkeit mal Gegenwahrscheinlichkeit
multipliziert mit dem Regressionskoeffizienten 3, wobei die Wahrscheinlichkeit
P iiber die kumulative logistische Funktion berechnet wird:
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PY =1]x)=—SP&B)_
1+ exp(x'B)

Sofort wird deutlich, dass auch der marginale Effekt vom Ausgangsniveau der
Wahrscheinlichkeit P abhingt. Welchen Wert flir P setzt man fiir die Berech-
nung des marginalen Effektes ein? Man kann fiir das gesamte Analysesample das
arithmetische Mittel der geschétzten Wahrscheinlichkeit P berechnen, was die
Grundlage fiir den marginalen Effekt bei der mittleren Wahrscheinlichkeit dar-
stellt.

OP(Y =1|x) _ B, o P[I-P]
ox,

Stattdessen kann man auch den Mittelwert aller unabhéngigen Variablen berech-

nen und in die Gleichung zur Vorhersage der Wahrscheinlichkeit einsetzen. Dies

wird als maginal effect at mean (MEM) bezeichnet (Long 1997, S. 74; Best und

Wolf 2010, S. 840) und beschreibt wieder das durchschnittliche Individuum:

PU=N _ g o ppi - PaP)]

0ox;,
SchlieBlich besteht eine weitere Mdglichkeit darin, fiir jedes der NV Individuen —
gegeben x; — die Wahrscheinlichkeit und im Anschluss daran, je nach Position
auf der Funktion, den jeweils individuellen marginalen Effekt f; fiir die Variable
x; zu berechnen. Aus diesen N marginalen Effekten f; wird dann der Mittelwert
der marginalen Effekte berechnet (Long 1997, S. 74):

— N

mean PO _ e = LS (p(rxpye - RO 5

ox;, s
In der Literatur wird der obige Ausdruck als average marginal effect (AME)
bezeichnet (Best und Wolf 2010, S. 840). Der AME wird als Losung fiir das
Problem der Nicht-Vergleichbarkeit von Koeffizienten {iber unterschiedliche
Modelle hinweg vorgeschlagen (Best und Wolf 2010, S. 840) — dieses Problem
wird uns im folgenden Abschnitt beschiftigen. Man kann den AME in Stata
iiber den Befehl margef f ausgeben lassen (Bartus 2005), der als ado-file zuvor
mit dem Befehl findit margeff installiert werden muss. Ab Stata 12 gibt
auch der margins Befehl den AME aus.
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Der oben in Abbildung 6 dargestellte marginale Effekt ist deutlich kleiner als
der discrete unit Effekt, der auf der y-Achse abgetragene Bereich ist etwa um die
Halfte geringer als beim discrete unit-Effekt. Woran liegt das? Der marginale
Effekt und der discrete unit-Effekt unterscheiden sich umso stirker, je weniger
Werte die unabhéngige Variable x aufweist. In unserem Fall weist die unabhén-
gige Variable x nur Werte von 0 bis 5 auf. Hétten wir eine unabhingige Variable
wie z.B. Einkommen gemessen in Euro, dann hitten wir sehr viele unterschiedli-
che Auspriagungen der x-Variablen. Bei einer differenzierten Messung wiirden
sich der marginale Effekt und der discrete unit-Effekt kaum unterscheiden.
Nehmen wir an, wir haben ein durchschnittliches Einkommen von ungeféahr 1500
Euro. Ein diskreter Schritt in der Dimension des Einkommens lige dann bei-
spielsweise an der Stelle von 786 zu 787 Euro. Bezogen auf den Gesamt-Range
der Einkommensvariablen ist dieser Schritt so klein, dass er mit einer Steigung
der logistischen Funktion in einem infinitesimal kleinen Intervall gleichgesetzt
werden kann. In unserem obigen Beispiel deckt ein diskreter Schritt von einer
Einheit, z.B. von 1 nach 2, jedoch bereits ein Fiinftel des gesamten Ranges der
unabhédngigen Variablen ab. Ein Fiinftel des gesamten Wertebereichs ist aber
etwas anderes als ein infinitesimal kleines Intervall in der x-Dimension.

Weil dieses Problem fiir die Vorhersage von Veridnderungen der Erwar-
tungswerte von y bei nicht-linearen Modellen iiberaus zentral ist, betrachten wir
nun in Abbildung 6 das Problem der Abhingigkeit des marginalen Effektes so-
wie des discrete unit-Effekts noch einmal aus einer anderen Perspektive. Bei der
diinnen schwarzen Kurve wurde eine Konstante von —2 subtrahiert, bei der di-
cken grauen Kurve eine Konstante von +1 addiert. Man sieht in der Abbildung,
dass die dicke graue Kurve aufgrund der durch die gréflere Konstante bedingten
hoheren Ausgangswahrscheinlichkeit deutlich frither steil ansteigt. Der konstante
Verdnderungsbetrag in der x-Dimension, ndmlich [x’—x|, fihrt bei der grauen
Kurve zu einem wesentlich geringeren Verdnderungsbetrag in der y-Dimension
als bei der diinneren schwarzen Kurve.
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Abbildung 6:  Steigung durch x‘—x in Abhédngigkeit von X,

7T
o : L/ P(y=1]x)=
: : 1/(1+ exp(—(x — 2))
I
|
. ©] |
z |
L |
o q— — |
P(y=1|x)=
1/(1+ exp(—(x+1))
(\! _
O .

Werte des Pradiktors X

Aufgrund des spiteren Anstiegs der diinnen schwarzen Kurve ist die durch |x’—x]|
bedingte Differenz der Vorhersage der Erwartungswerte von y recht erheblich.
Was in der Abbildung 6 kiinstlich durch ein Verschieben der Kurve nach links
erzeugt wurde, konnte in der Realitdt durch die Effekte der Kontrollvariablen
bzw. durch die weiteren in das Modell einbezogenen Variablen bedingt sein.
Diese weiteren Variablen bestimmen die Ausgangswahrscheinlichkeit auf der
Kurve, von der aus gesehen wir den Einfluss der Verdnderung unserer spezifi-
schen x;-Variable auf den Erwartungswert von y betrachten.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass erstens der marginale Effekt nicht
gleich dem discrete unit-Effekt ist — obwohl beide sehr dhnlich sind, wenn die
unabhéngige Variable x stetig normal verteilt ist und sehr viele unterschiedliche
Ausprdgungen hat.

OP(Y =1) . AP(Y =1)
Ox, Ax,

Zweitens ergab sich aus der zuletzt gefiihrten Diskussion, dass der discrete unit-
Effekt fiir eine Variable x; an der Stelle x=1 ein anderer ist als an der Stelle x=2.
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AP(Y =1) , AP(Y =1)
Axkl Aka

3.6 Das Problem der Vergleiche der Koeffizienten iiber unterschiedliche
Modelle hinweg

In der Soziologie und Okonomie ist man hiufig an Ungleichheiten interessiert.
Man mochte unter anderem wissen, wie stark sich Koeffizienten etwa der ethni-
schen Herkunft auf die Bildungsbenachteiligung dndern, wenn der Status der
Herkunftsfamilie kontrolliert ist. Ein weiteres wichtiges Problem der bindren
logistischen Regression, das zahlreiche nicht-lineare Modelle betrifft, besteht
daher in der Vergleichbarkeit der Regressionskoeffizienten iiber unterschiedliche
Modelle hinweg. Um es vorwegzunehmen: Man kann in nicht-linearen Modellen
mit fixer Fehlervarianz die Regressionskoeffizienten nicht zwischen unterschied-
lichen Modellen hinweg vergleichen (Long 1997, S. 70; Best und Wolf 2010, S.
838; Mood 2010). Das gilt leider auch dann, wenn man ein Regressionsmodell
nur um einen weiteren Pradiktor erweitert, der mit den bisher im Modell beriick-
sichtigten Pradiktoren unkorreliert (1) ist. Dies ist ein wesentlicher Unterschied
zur linearen OLS-Regression. In der OLS-Regression werden die Residualvari-
anzen empirisch geschdtzt und sind nicht fix.

Nehmen wir folgendes Beispiel aus der OLS-Regression: Wir sagen die ab-
héngige Variable y durch eine Regressionsgleichung vorher, die aus den beiden
Préadiktoren x; und x, besteht.

2
Vi=P+piex+e, var(g,) = o,

yi=ptBex+pex,te, Var(gb):of

Schitzen wir das lineare OLS-Regressionsmodell zundchst nur mit der Pré-
diktorvariablen x;: Daraus ergibt sich eine Residualvarianz des Fehlerterms, die
wir hier bezeichnen als &>. Nun fithren wir die zweite erklédrende Variable x; in

das Modell ein. Sollte diese Variable x, erklarungskréftig sein, dann reduziert
sich die Varianz des Fehlerterms ¢ auf die Varianz o7 . Es gilt 52 > 52, wenn ein

Teil der Residualvarianz durch x, erklart wird. Der Grund dafiir liegt darin, dass
bei OLS durch den Einbezug einer weiteren erklarungskréftigen Variable, das ist
hier x,, ein Teil der nicht-erkldrten Varianz in systematisch erkldrte Varianz
iiberfithrt wurde. Systematisch erklirt wird dieser Varianzanteil nun durch den
Préadiktor x,. Mit anderen Worten: Die residuale Verdnderung von y, die vorher
durch ¢, also den Fehlerterm, bedingt war, wird nun teilweise durch x, erklart,



70 Binére logistische Regression

weshalb die nicht-erkldrte Varianz sich reduziert. Sind die Variablen x; und x,
vollkommen unkorreliert (orthogonal zueinander), dann reduziert der Effekt von
x, die Residualvarianz, aber der Koeffizient der Variable x; bleibt unverdndert.
Der Einfluss der weiteren Préadiktorvariable x, schldgt sich also in einer Reduzie-
rung der Varianz des Fehlerterms ¢ nieder.

Wie verhilt sich das aber in der logistischen Regression? Auch hier konnen
wir eine weitere Erklarungsvariable x, einfithren.

logit, = B, + B, e x, + &, var(g,) = o,

logit, = B, + B ex, + B, ox, +&, var(g,) = o,

Was passiert mit der Residualvarianz, wenn x, tatsdchlich einen signifikanten
Effekt auf die abhidngige Variable (die Log Odds) hat, auch wenn x, mit x; un-
korreliert ist?

ocl=0, = n°/3 =~329

Der zentrale Unterschied zwischen der binédren logistischen Regression und der
OLS-Regression besteht darin, dass die Residualvarianz bei der bindren logisti-
schen Regression nicht variabel ist. Die Residualvarianz betrigt immer 7°/3, d.h.
ungefihr 3,29. Wenn nun im obigen Beispiel bei der logistischen Regression
immer gelten muss, dass ¢>=¢;=3,29 ist, dann kann die Aufnahme eines weite-

ren erklarungskréaftigen Pradiktors x, nicht die Varianz des Residuums reduzie-
ren. Das gilt auch, wenn x; und x, unkorreliert sind. Was passiert in der logisti-
schen Regression, wenn mit x; ein weiterer erklarungskraftiger Pradiktor aufge-
nommen wird? Man kann sich die Konsequenz der zusitzlichen Varianzaufkla-
rung durch x, besser vorstellen, wenn man sich vergegenwaértigt, dass die empi-
risch realisierte bindre abhidngige Zufallsvariable ein Indikator fiir eine latente
stetige Hintergrundvariable y* darstellt. Diese latente Hintergrundvariable weist
eine bestimmte Skalierung auf und damit auch eine bestimmte Varianz. Mit der
Aufnahme eines weiteren erkldrungskréiftigen Pradiktors wird nun die Skalierung
dieser latenten abhédngigen Variablen neu justiert. Das muss so sein, weil die
erkldrungskréftige Pradiktorvariable x, eben nicht die Residualvarianz reduzieren
kann. Was im Fall der linearen OLS-Regression durch x, an Verdnderung in der
Varianz des Fehlerterms erzeugt wird, wird in der logistischen Regression ver-
schoben, und zwar in die abhdngige Variable.

Warum? Ein signifikanter Effekt von x, reduziert durchaus die Fehlervarianz
der stetigen latenten Variablen y* — die ja, wire sie direkt beobachtbar, idealer-
weise einer Normalverteilung mit einer empirisch zu schdtzenden Varianz o
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folgen wiirde. Auch wenn der Effekt von x, orthogonal zum Effekt von x; ist
(d.h. x; und x; sind unkorreliert), reduziert er die Residualvarianz der latenten
Variablen y*. Im Prinzip wire also var(ey« ,)>var(ey« ,). Dies kann aber nicht
durch die auf 3,29 fixierte Varianz der logistischen Dichtefunktion abgebildet
werden. Beide Fehlerverteilungen der latenten abhéngigen Variablen — die von
V¥ Modell 2 Und die von y*yaqen , — werden auf dieselbe inflexible logistische Dich-
tefunktion gezwungen. Werden die beiden eigentlich unterschiedlichen Vertei-
lungen der latenten Variablen y*yoden » Und ¥ *yoden » aUf €ine gemeinsame Vertei-
lung gezwungen, geht das nur, wenn sich die Skalierung einer der beiden Variab-
len y* verdndert. Mit anderen Worten: Die Konsequenzen der zusétzlichen Vari-
anzaufkldrung durch x, werden in die abhdngige Variable verlagert, weil die
Varianz des Fehlers ¢ eine Konstante ist. In den beiden logistischen Regressions-
gleichungen werden nun zwei unterschiedlich verteilte abhingige Variablen
vorhergesagt. Dadurch hat aber auch x; in beiden Féllen eine unterschiedliche
Einflussgrofe, auch wenn in der zweiten logistischen Regressionsgleichung x,
und x; unkorreliert sind. Und darin besteht das Problem: Man kann nicht die
Koeffizienten unterschiedlicher Modelle miteinander vergleichen, weil sie sich
in Abhéngigkeit von der Skalierung der latenten Variablen y* letztlich immer auf
unterschiedlich skalierte abhéngige Variablen beziehen.

Wie oben bereits erwihnt, schlagen Best und Wolf vor, den average margi-
nal effect (AME) zu berechnen, bei dem der marginale Effekt fiir jede Person
bzw. fiir jeden individuellen Wahrscheinlichkeitswert berechnet und dann der
Mittelwert iiber diese marginalen Effekte gebildet wird. Der AME gilt als zwi-
schen unterschiedlichen Modellen hinweg vergleichbar (Best und Wolf 2010, S.
840) und kann in Stata mit dem Zusatzbefehl marge £ £ berechnet werden (Bar-
tus 2005) (findit margeff).

3.7 Diagnostik

Aus der linearen OLS-Regression ist bekannt, dass eine sorgféltige Modelldiag-
nostik notwendig ist, um die zum Teil restriktiven Annahmen des Modells zu
priifen. Wenngleich nicht alle dieser Annahmen fiir das Modell der logistischen
Regression gelten, muss auch hier eine Modelldiagnostik durchgefiihrt werden.
Es gilt zu evaluieren, inwieweit das Modell zu den Daten passt. In Kapitel 2
haben wir bereits eine ganze Reihe von Mallen der Modellanpassung fiir genera-
lisierte lineare Modelle besprochen.

Neben den allgemeinen MalBen, die also die Giite der Modellanpassung
insgesamt beschreiben, gilt es auch zu priifen, inwieweit einzelne Fille die
Modellanpassung verschlechtern, weil es sich etwa um Ausreifler oder um
besonders einflussreiche Fille handelt. Auch im Modell der logistischen
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Regression sollte eine Residuenanalyse durchgefiihrt werden. Wenn unser
Modell insgesamt einigermafBen an die Daten angepasst ist — welche speziellen
Fille liefern dennoch auffillig hohe Abweichungen von unserem Modell? Gibt
es Fille, auf die unser Modell nicht passt, obwohl es insgesamt relativ gut den
Prozess in der Stichprobe beschreibt? Fiir die Residuenanalyse werden, wie auch
in der linearen OLS-Regression, zunichst die Residuen berechnet. Dies geschieht
durch Vorhersage des Erwartungswertes, ndmlich der Wahrscheinlichkeit
P(y=1Jx). Diese vorhergesagte Wahrscheinlichkeit, hier als 7z bezeichnet, wird
vom empirisch gemessenen Wert, der entweder nur 0 oder 1 betragen kann,
subtrahiert. Weil die Residuen von x abhéngen (Heteroskedastizitit), wird das
Pearson-Residuum r als Division dieses Residuums durch die Wurzel der
Varianz von # berechnet.

A

. —TT.
o= yl i

I \/ﬁi(yi_ﬁ'i)

Auch das Pearson-Residuum weist eine Standardabweichung auf, durch die es
zum Zwecke der Standardisierung dividiert werden kann, wodurch man das
standardisierte Pearson-Residuum erhélt (Long 1997, S. 99):

std 7

T +/var(r;)

Eine Strategie besteht nun darin, die Residuen vorherzusagen und grafisch dar-
zustellen. Auf diese Weise wird sichtbar, ob einzelne Ausreiler oder sogar
Gruppen existieren, deren individuelle empirische Werte durch das Modell nur
sehr schlecht vorhergesagt werden. Hohe Residuen konnen Hinweise auf eine
Fehlkodierung der Daten liefern — dies aber nur, wenn das Schétzmodell insge-
samt relativ gut den Daten angepasst ist. Ist ein Modell schlecht angepasst, dann
sind hohe Residuen bei groBeren Gruppen im Datensatz zumindest auch eine
Folge dieser schlechten Anpassung. Man sollte sie nicht vorschnell ausschlie3en,
wenn das Modell selbst, demgegeniiber Abweichungen berechnet werden, nicht
gut 1st.

Fiir die Identifikation von starken Ausreiflern existieren zwar Regeln (Kohler
und Kreuter 2005, S. 206), die aber nicht pauschal angewandt werden sollten.
Aber insbesondere bei einem gut angepassten Modell sollte iiber den Ausschluss
von Ausreilern und einflussreichen Féllen nachgedacht werden. Das Modell
wird nach dem Ausschluss erneut geschétzt und die Ergebnisse der beiden Mo-
delle verglichen. Wenn einige wenige Ausreifler keinen groen Einfluss auf die
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Modellschdtzung haben, sollten sie im Datensatz bleiben. Dies ist allerdings eine
subjektive Einschédtzung, der man nicht unbedingt folgen muss. Sie ist dadurch
motiviert, dass man mit der schlechten Qualitit der Daten leben muss. Und wenn
wir uns nicht {iber die Ursachen der Abweichungen sicher sind, sollten sie im
Datensatz verbleiben, auch — bzw. gerade weil — sie die Modellanpassung ver-
schlechtern.

Die standardisierten Residuen lassen sich in Stata liber die Option rstan-
dard anfordern. Man kann zum Zwecke der Diagnostik nach Schitzung des
Modells fiir jeden Fall im Datensatz die Residuen berechnen und sich diese Wer-
te wieder grafisch darstellen lassen, um Ausrei3er zu identifizieren.

Ein weiterer Schritt der Modelldiagnostik besteht in der Identifikation soge-
nannter einflussreicher Fille. Deren Wirkung verdeutlichen wir uns anhand der
Abbildung 7. Hier haben wir eine recht steil abfallende Regressionsgerade (in
diesem Fall linear) durch eine kleine Punktewolke gelegt. Wir sehen aber einen
Punkt, der weit abseits dieser Punktewolke liegt und aufgrund seiner spezifi-
schen Lage die Regressionsgerade stark zu sich hinzieht.

Abbildung 7:  Schematische Darstellung eines einflussreichen Falles

Einflussreicher Fall L

v

In der typisierten Abbildung 7 erhalten wir allein aufgrund dieses einen einfluss-
reichen Falles die gestrichelte Regressionsgerade, also einen positiven Effekt
von x auf die abhingige Variable, wihrend der Ausschluss dieses Falls zu einer
eindeutig fallenden Regressionsgerade und damit zu einem negativen Effekt
fiihren wiirde. In diesem typisierten Beispiel wiirde der einflussreiche Fall dazu
fiihren, dass sich das Vorzeichen der Schitzkoeffizienten umdreht. In der empiri-
schen Anwendung haben wir es aber hiufiger mit Féllen zu tun, die nur zu mo-
derat verzerrten Regressionskoeffizienten fiihren.
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Ein MaB fiir die Stirke des individuellen Einflusses erhalten wir durch eine
Variante der sogenannten Cook’s Distance (D), die fiir jeden Fall im Datensatz
berechnet werden kann. Man kann sich die Logik dieses Mafles folgendermafBien
veranschaulichen: Fiir jeden Fall i wird die Verdnderung des gesamten B-Vektors
(also des Vektors aller Regressionskoeffizienten des Modells) berechnet, indem
der Fall i einmal im Modell beriicksichtigt, in einem weiteren Durchlauf des
Modells aber aus der Modellschitzung ausgeschlossen wird. Denn darum geht
es: Wie stark beeinflusst ein einzelner Fall die Ergebnisse der Modellschitzung?
Hat man die Cook’s-D-Werte nach diesem Verfahren berechnet, werden sie dem
Datensatz angefiigt. Der Datensatz lasst sich nun nach den Cook’s-D-Werten
sortieren, so dass man sich die Félle mit den hochsten Werten von Cook’s D —
also die einflussreichsten Félle — genauer ansehen kann. Fiir die bindre logisti-
sche Regression kann die Berechnung in der Regel vereinfacht werden, indem
der Einfluss auf die Koeffizienten nicht fiir jedes Individuum, sondern fiir jedes
Kovariatenmuster berechnet wird. Das resultierende Mal3 wird als Pregibon
Delta-b bezeichnet (dbeta in Stata). Auch beim Umgang mit einflussreichen
Féllen gilt, dass zunéchst gepriift werden sollte, ob es sich um einen Kodierfehler
oder um eine andere Art von Fehler handelt. Erst nach griindlicher Inspektion
erfolgt entweder eine Korrektur, oder es wird iiber den Ausschluss des Falles i
entschieden.

use $pfad/logit.dta, clear

logit befristet frau alter isei_88 kohorte2 ///
kohorte3 if Jjob==

predict cook, dbeta

predict sresid, rstandard

gen nummer=_n if e (sample)

graph twoway scatter sresid nummer, ///
msymbol (none) mlabel (nummer)

graph twoway scatter cook nummer, ///
msymbol (none) mlabel (nummer)

Sowohl die Ausreifler als auch die Residuen werden durch die obigen Befehle
grafisch dargestellt. Die Variable nummer wurde durch gen nummer=_n if
e (sample) im Datensatz generiert und kann verwendet werden, um die ein-
flussreichen Fille genauer zu identifizieren.
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3.8 Maximum-Likelihood und Modellanpassung

Das Verfahren, mit dem in der logistischen Regression die Parameter geschétzt
werden, nennt man ,,Maximum-Likelihood. Wir sind darauf bereits in Kapitel 2
eingegangen. Die folgenden Ausfithrungen sind an Giesselmann und Windzio
(2012, Kap. 7.2) angelehnt.

Die ,,Likelihood* ist der Wert einer Funktion, in die schrittweise unterschied-
liche Werte fiir die pB-Koeffizienten eingesetzt werden. Dies geschieht solange,
bis die Funktion ihr Maximum erreicht und die damit die Werte der geschitzten
Koeffizienten gefunden sind. Wir haben es also mit einem mathematischen Ma-
ximierungsproblem zu tun, dass wir nicht mehr analytisch, sondern nur noch
numerisch 18sen konnen. Wir setzen mit Hilfe eines Algorithmus iterativ solange
Zahlen fiir die Unbekannten der Gleichung in die Likelihood-Funktion ein, bis
die Funktion ihr Maximum erreicht hat — bei gegebenen bekannten GroBen in der
Gleichung.

Dahinter steht die Idee, dass man jene Werte fiir die B-Koeffizienten findet,
die bei gegebenen Werten fiir x und y die Ziehungswahrscheinlichkeit der reali-
sierten Stichprobe maximieren. Anders formuliert: Gesucht werden unter allen
moglichen Wertekombinationen fiir die Grundgesamtheitsparameter jene Werte,
fiir die die Wahrscheinlichkeit am grofiten ist, die realisierte Stichprobe erzeugt
zu haben. Fiir die logistische Regression hat die Likelihood-Funktion folgende
Form:

Lp=[]~

Die Likelihood L héngt ab von den unbekannten Grofen  sowie von der Vertei-
lung der Werte der abhéngigen Variable y und der unabhidngigen Variablen x.
Aus den unbekannten Werten von P und den bekannten Werten von y und x
konnen wir fiir jedes Individuum 7 einen Term fiir die Wahrscheinlichkeit P fiir
y=1 oder y=0 schreiben. Wenn wir im Datensatz n Beobachtungen haben, leistet
jede einzelne mit ihrem jeweiligen Term einen Beitrag zum Gesamtprodukt der
Likelihood. Bei voneinander unabhédngigen Ereignissen werden die Ziehungs-
wahrscheinlichkeiten P; der Einzelbeobachtungen multipliziert, was durch das
Produktzeichen [] zum Ausdruck gebracht wird. Betrdgt die Ziehungswahr-
scheinlichkeit sowohl fiir Beobachtung A als auch fiir Beobachtung B 0,10, ist
die Wahrscheinlichkeit, sowohl A als auch B zu ziehen, 0,10 e 0,10 = 0,01.
Erweitern wir dies auf 100 Beobachtungen, die wir zufillig in die Stichprobe
gezogen haben, resultiert daraus ein sehr kleiner Wert, der die Wahrscheinlich-
keit beschreibt, dass sich die Stichprobe aus Beobachtung A und Beobachtung B
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und Beobachtung C usw. zusammensetzt. In der Likelihood-Funktion geht man
jedoch nicht von fiir alle Beobachtungen gleichen Wahrscheinlichkeiten aus,
sondern berechnet {iber den folgenden Ausdruck fiir jede Beobachtung ihre ,,in-
dividuelle Wahrscheinlichkeit®, die sie zur Likelihood-Funktion beitragt. Storen
wir uns zundchst nicht an dieser paradoxen Formulierung einer ,,individuellen
Wabhrscheinlichkeit®, obwohl Wahrscheinlichkeiten sich eigentlich ja nur aus
Mengenrelationen ergeben.

1
1+exp(~(B, + Bx,...+ B,x,))

1
I=Py=1x)=P=0[%) R Ty S—

P(y=1[x)

Die Likelihood-Funktion hat zwei Komponenten, ndmlich P fiir Beobachtungen
mit y~=1 und /-P fiir Beobachtungen mit y=0. Fiir jede Beobachtung wird P
durch die logistische Linkfunktion berechnet, wobei in der Formel unten die
Potenzen y; oder 1-y; wie ein ,,Schalter” wirken, der nur jenen Teil der Funktion
aktiviert, zu der die Beobachtung gemél} y=1 oder y=0 gehdrt. Immer wenn der
Exponent y; oder (y—1) aufgrund des jeweils vorliegenden Wertes von y; den
Wert Null ergibt, nimmt der jeweilige Term P oder /—P der Funktion den Wert 1
an, er wird also neutralisiert. Eingesetzt in die Likelihood-Funktion ergibt das

n 1 Vi 1 (=)
k)= 11_1[{|:1+ exp(—(B, + Bix, +..+ Bix; )):| .|:1 - L+exp(=(B, + Bix, +"+ﬂkxk)):|

und fiir die Log-Likelihood:

n 1
ln[L(ﬁ)] - ;ln|:l + exp(_(ﬁo + ,lel +..+ ﬂkxk )):|
+ ﬁ: ln{l 1 }

iz +1 - 1+exp(=(B, + Bix, +..+ Bx,))

In der praktischen Anwendung wird die Gleichung logarithmiert und man be-
rechnet die Log-Likelihood. Produkte werden dadurch zu Summen und die Be-
rechnung vereinfacht sich deutlich. Anstelle von sehr kleinen Gesamtwahr-
scheinlichkeiten fiir das gesamte Sample, die wir durch die Likelihood-Funktion
erhalten wiirden (multiplizieren Sie 300 oder mehr Wahrscheinlichkeiten auf),
ergeben sich aus der Log-Likelihood nun negative Werte. Dabei ist zu beachten
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bei dieser Darstellung der Log-Likelihood (Pindyck und Rubinfeld 1998, S.
330), dass n; das Subsample der Individuen mit y=1 darstellt, n, das Subsample
von Individuen mit y=0, und N=n+n,.

Allerdings kdnnen wir die Ziehungswahrscheinlichkeit eines Subjektes nicht
direkt messen. Aber wir konnten sie {iber die logistische Linkfunktion berech-
nen. Durch die Anwendung der obigen Formeln zur Berechnung der ,,individuel-
len Wahrscheinlichkeit” 16sen wir die Paradoxie auf, die darin besteht, dass man
Wahrscheinlichkeiten eigentlich durch Mengenrelationen berechnet. Wir kennen
fiir jedes Subjekt die empirischen Werte fiir y und x. Was uns in der Gleichung
noch fehlt, um die individuellen Beitrdge zur Likelihood-Funktion zu erhalten,
sind die Werte flir . Und genau darum geht es: Fiir alle Betas werden iterativ
Werte in die Gleichung eingesetzt, bis die linke Seite der Likelihood-Funktion
ein Maximum aufweist.

Abbildung 8:  Anstieg der Log-Likelihood aus dem negativen Bereich

-0 < P —— | 0
LL,: LL Nullmodell LL,: LL interessierendes Modell

%/—/
Je groRer die Distanz zwischen beiden
Modellen, desto besser

Tabelle 3: Einflussfaktoren auf das Risiko eines befristeten ersten Jobs in
Ostdeutschland, Probit-Regression

Marginaler

Probit Effekt
Frau (=1, sonst 0) 0.274%* 0.020*
Alter 0.044* 0.009*
Status ISEI 88 0.025%xx* 0.005***
Kohorte 1985 Referenz Referenz
Kohorte 1990 0.749%** 0.090%*
Kohorte 1995 1.700%** 0.318%*x*
Konstante -4.632%** -
N 1060 1060
R2 (McKelvey & Zavoina) 0.463 0.463
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So ergibt sich fiir die Likelihood aus 0,3¢0,02¢0,5¢0,1=0,0003 fiir vier fiktive
Félle. Der Log-Likelihood-Wert (LL) ist In(0,3) + In(0,02) + In(0,5) + In(0,1)=
In(0,0003) = -8,1117. Somit variieren die Werte der Log-Likelihood potenziell
zwischen —o und 0. Je besser ein Modell an die empirischen Daten angepasst ist,
desto weiter kommt die Log-Likelihood-Funktion aus dem negativen Bereich in
die Hohe und nahert sich der Null an. In Abbildung 8 ist exemplarisch der Fall
dargestellt, bei dem die Log-Likelihood eines interessierenden Modells LL| mit
der eines Nullmodells LL,, also eines Modells ohne Kovariaten, verglichen wird.
In diesem Fall gilt, dass die Anpassung des interessierenden Modells umso bes-
ser ist, je groBer die Distanz zwischen beiden Log-Likelihoods ist — die in Kapi-
tel 2 durch den Likelihood-Ratio Test berechnet wurde.

Tabelle 3 zeigt das Ergebnis einer Maximum-Likelihood-Schitzung von Ein-
flussfaktoren auf das Risiko eines befristeten ersten Jobs in Ostdeutschland, nun
jedoch als Probit-Modell. Geschitzt wurde es durch folgenden Stata-Befehl,
wobei margeff mit findit margeff zu installieren ist:

use $pfad/logit.dta, clear

probit befristet frau alter isei_88 kohorte2 kohorte3 ///
if job==1

margeff, dummies (frau kohorte2 kohorte3)

Das Probit-Modell ist analog zur bindren logistischen Regression zu sehen, je-
doch basiert es nicht auf der logistischen Fehlerverteilung, sondern auf der Nor-
malverteilung. Zu sehen ist, dass Frauen, Altere sowie statushohe Personen ein
erhdhtes Risiko eines befristeten ersten Jobs haben. Ahnlich wie in der binéren
logistischen Regression finden wir hochst signifikant erhohte Risiken eines be-
fristeten ersten Jobs in den Kohorten 1990 und 1995 im Vergleich zur Referenz-
kategorie Kohorte 1985. Man kann die Koeffizienten der bindren logistischen
Regression nicht direkt mit denen des Probit-Modells vergleichen. Allerdings
gibt es einen approximativen Umrechnungsfaktor, der darin besteht, dass man
die Probit-Koeffizienten multipliziert mit n/\'3, was ungeféhr 1,8 ergibt (Long
1997, S. 48; Greene 2000, S. 817). Mit anderen Worten: Die Koeffizienten der
binédren logistischen Regression entsprechen ungefihr dem 1,8-fachen der Koef-
fizienten des Probit-Modells.



4 Korrelierte Zustiinde und Ubergiinge: das
bivariate Probit-Modell

Bisher haben wir uns mit Regressionsmodellen beschéftigt, bei denen die Vari-
anz einer abhdngigen Variablen durch eine Regressionsgleichung erklédrt werden
soll. In der sozialwissenschaftlichen Forschung gibt es jedoch Fragestellungen
und Situationen, in denen man sich fiir zwei oder mehrere simultan ablaufende
Prozesse interessiert, die sich moglicherweise wechselseitig beeinflussen oder
zumindest miteinander korreliert sind. Um derartige Situationen anhand eines
Beispiels zu verdeutlichen, betrachten wir wieder Prozesse am Arbeitsmarkt. Wir
vermuten, dass die Zustinde des Pendelns zum Arbeitsplatz und der Zustand
eines nur befristeten Arbeitsverhdltnisses nicht unabhingig voneinander sind.
Die beiden abhidngigen Variablen (Pendeln und befristetes Arbeitsverhiltnis)
wollen wir jeweils durch einen Satz von unabhingigen Variablen x erklédren.
Wenn sich beide Zustinde durch denselben Satz an Pradiktorvariablen erkldren
lassen, ist anzunehmen, dass auch die Fehlerterme beider Regressionsgleichun-
gen nicht unabhéngig voneinander sind, sondern miteinander korrelieren. Aber
auch wenn jeweils unterschiedliche Pradiktoren auf beide Prozesse wirken, kann
eine Abhingigkeit beider Prozesse aufgrund von unbeobachteten Faktoren vor-
liegen. Eine statistische Abhédngigkeit der beiden Gleichungen voneinander auf-
grund unbeobachteter Faktoren ergibt sich dadurch, dass die Residuen aus den
jeweiligen Schitzgleichungen miteinander korrelieren.

Beim bivariaten Probit-Modell wird eine Korrelation der Residuen beider
Gleichungen geschitzt. Warum spiegelt diese Korrelation unbeobachtete Fakto-
ren wider, die beide Prozesse simultan beeinflussen? Das Residuum einer Glei-
chung steht flir den Einfluss von Faktoren auf die abhédngige Variable, die nicht
in der spezifizierten Schitzgleichung beriicksichtigt wurden. Jedoch nimmt man
an, dass die Residuen reine Zufallsterme darstellen und ihre Verteilung somit
keinerlei Systematik folgt. Sind die Residuen zweier Schitzgleichungen jedoch
miteinander korreliert, muss die Annahme einer rein zufilligen Verteilung der
Residuen verworfen werden. Durch die Korrelation zeigt sich, dass unbeobachte-
te bzw. latente Faktoren beide Schitzgleichungen simultan beeinflussen. Neh-
men wir zur Veranschaulichung die Residuen zweier Regressionsgleichungen u;;
und uj. Das Residuum stellt fiir eine Beobachtung die Abweichung des empi-
risch gemessenen (oder des iiber Mengenrelationen errechneten) Wertes der
abhéngigen Variablen y von dessen Vorhersagewert y dar. Die mittlere Grof3e

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 4, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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des Residuums héngt davon ab, wie gut das Modell insgesamt die Zusammen-
hiange der Variablen erklért. Ist u;; ein hoher positiver Wert, weicht der Fall i
stark von dem durch das Modell angenommenen Muster ab. Der empirische
Wert der abhdngigen Variablen y ist also grofer, als man geméll dem Modell
erwarten wiirde — und zwar zundchst aus Griinden, die wir in der klassischen
Regressionsanalyse als zufdllig annehmen. Wenn wir sie tatsdchlich als zufillig
annehmen konnen, interessieren uns die Residuen in der Regel nicht weiter. Ist
jedoch zugleich auch u;, positiv, bedeutet dies, dass in der zweiten Gleichung
ebenfalls der empirische ,,wahre® Wert des Falles i grofer ist, als man gemil
dem Modell erwarten wiirde. Stellt diese gleichformige Abweichung ein im
Datensatz dominantes Muster dar, ergibt sich daraus eine positive Korrelation
der Residuen. Es sind folglich Faktoren, die nicht durch die im Modell enthalte-
nen Variablen erfasst sind, die die empirischen ,,wahren® Werte der beiden ab-
héngigen Variablen systematisch beeinflussen. Das gleiche gilt selbstverstind-
lich auch fiir negative Korrelationen der Residuen, bei denen systematisch das
Residuum aus der einen Gleichung hoch, das aus der anderen Gleichung gering
1st.

Ob derartige simultane Abhéngigkeiten der Residuen beider Gleichungen
vorliegen, ldsst sich im Prinzip einfach feststellen: Man schitzt beide Gleichun-
gen, berechnet die Residuen und anschlieend deren Korrelation. Dieses Vorge-
hen stellt aber nur ein Diagnoseverfahren dar, nicht jedoch zugleich die Thera-
pie.

Die simultane Beeinflussung beider Schitzgleichungen durch unbeobachtete
Faktoren kann darauf hindeuten, dass Prozesse der Selbstselektion aufgrund von
unbeobachteten Faktoren vorliegen. Fiir den einfachen Fall von zwei sozialen
Prozessen, bei deren Modellierung man eine Abhéngigkeit voneinander vermu-
tet, ist das bivariate Probit-Modell ein angemessenes Verfahren, welches Diag-
nose und Therapie zugleich sein kann. Dabei wird fiir jede abhéngige Variable
ein Probit-Modell spezifiziert, das Residuum berechnet und anschlieBend die
Modellspezifikation beider Gleichungen unter Kontrolle der Korrelation der
Residuen beider Modelle wiederholt. Der Grad der Korrelation der Residuen
wird durch den Term p wiedergegeben. Besonders interessant wird das bivariate
Probit-Modell, wenn die abhidngige Variable der ersten Gleichung als Préadiktor-
variable der zweiten Gleichung eingeht, was man als rekursives Modell bezeich-
net. Man schitzt ein Modell in dieser Art, wenn man vermutet, dass die abhingi-
ge Variable des ersten Modells ein Pradiktor der abhdngigen Variablen des zwei-
ten Modells ist, aber dennoch unbeobachtete Faktoren, die also von den jeweili-
gen erkldrenden Variablen nicht beriicksichtigt sind, beide Gleichungen simultan
beeinflussen. Man kann eine derartige Modellspezifikation dazu nutzen, einen
theoretisch gut begriindeten kausalen Effekt unter Beriicksichtigung unbeobach-
teter latenter Einflussfaktoren auf beide Gleichungen zu modellieren. Das Risiko
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eines Artefaktes aufgrund von unbeobachteter Heterogenitéit wird dadurch mini-
miert. Diese Form des rekursiven bivariaten Probit-Modells ist der Pfadanalyse
sehr dhnlich.

Stellt man bei der Schitzung eines bivariaten Probit-Modells keine signifi-
kante Korrelation der Residuen (p) fest, dann kdnnen beide Probit-Modelle auch
separat und unabhédngig voneinander spezifiziert werden, ohne dass die geschétz-
ten Koeffizienten durch unbeobachtete Heterogenitit verzerrt sind.

Bivariate Probit-Modelle existieren in unterschiedlichen Varianten. Sie wur-
den hiufig in der Evaluationsforschung angewandt, um den Bias der Koeffizien-
ten zu reduzieren, der durch Selbstselektion in ein Treatment entsteht. Damit ist
gemeint, dass die interessierende Auspragung der unabhéingigen Variablen, z.B.
die Teilnahme oder Nichtteilnahme an einer Weiterbildung, auch systematisch
mit jenen unabhédngigen Variablen zusammenhéngt, die das eigentlich interessie-
rende Ergebnis einer Weiterbildung, etwa die Wiederbeschéftigung nach Ar-
beitslosigkeit, beeinflussen. Zudem ist denkbar, dass beide Ereignisse, also die
Weiterbildungsteilnahme und die Wiederbeschiftigungschance, von denselben
unbeobachteten Faktoren beeinflusst sind. Wie gesagt: Die Idee bivariater Pro-
bit-Modelle besteht darin, dass man eine Abhéngigkeit zweier Zustinde oder
Uberginge voneinander vermutet und diese Abhingigkeit durch die simultane
Schitzung zweier Gleichungen zu beriicksichtigen versucht. Dabei erfolgt die
simultane Schitzung unter Kontrolle der Korrelation der Residuen beider Model-
le (Bhattacharya et al. 2006), wodurch auch die Effizienz der Schitzungen erhoht
wird (Pindyck und Rubinfeld 1998, S. 395).

Betrachten wir das bivariate Probit-Modell formal. Fiir das Verstdndnis des
Modells, dass ndmlich die Fehlerterme zweier Regressionsgleichungen korreliert
sein konnen, ist es hilfreich, die Residuen beider Gleichungen als u;; und u,; zu
bezeichnen und jeweils in zwei Komponenten zu zerlegen, namlich € und 5. Die
Komponente ¢ ist spezifisch fiir jede Gleichung, die zweite Komponente 7 ist
beiden Gleichungen gemeinsam. In diesem Fall weist eine Untersuchungseinheit
i also in beiden Gleichungen identische Werte des Fehlerterms # auf.

u=mn+ée;

Uy =1t &y

Die Werte von ¢; fiir die Beobachtung i sind dagegen nicht in beiden Gleichun-
gen identisch, sondern unabhéngig voneinander. Weil aber u;; und u,; jeweils
auch die gemeinsame Komponente 7; umfassen, sind die Fehlerterme korreliert —
und zwar umso stérker, je groer das Gewicht von #; gegeniiber g; ist. Abbildung
9 stellt eine Variante des bivariaten Probit-Modells dar, bei der die abhingige
Variable des ersten Prozesses (y; Befristung) im Rahmen einer Pfadanalyse zur
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unabhéngigen Variable des zweiten Prozesses (v, Pendeln) wird. Nimmt man den
Pfeil von y; nach y, weg, ist das Modell nicht rekursiv und entspricht dem ,,klas-
sischen® bivariaten Probit-Modell. Wie auch in jeder einfachen Regressionsglei-
chung représentieren die Residuen u;; und u; die auf die abhéngige Variable des
jeweiligen Modells einwirkenden unbeobachteten Faktoren. Die Tatsache, dass
die beiden Fehlerterme u;; und u,; die gemeinsame Komponente #; teilen, bedeu-
tet, dass unbeobachtete Faktoren beide abhingige Variablen und damit beide
Zustinde gleichzeitig beeinflussen. Weil u;; und u;, die gemeinsame Komponen-
te #; enthalten, sind sie korreliert.

Abbildung 9: Korrelation der Residuen aufgrund unbeobachteter Faktoren im
bivariaten Probit-Modell

[ x\B, | y;: Befristung
: l
‘ y,: Pendeln

unbeobachtete
Faktoren

p=corr(uy;,U,;)

Betrachten wir zwei bindre Zufallsvariablen als Realisierungen latenter stetiger
abhédngiger Variablen, kann das Modell folgendermaflen dargestellt werden
(Baum 2006, S. 271):

yl* = Bixl +u, y=1 if yl* > 0, 0 andernfalls
y; = |3'2);(2 +u,, v, =1 if y; >0, 0 andernfalls

-6 2]

Das Outcome der abhéngigen Variablen y; und y, ist 1, wenn die latenten konti-
nuierlichen Variablen y*; und y*, positive Werte aus der Normalverteilung auf-
weisen. Die Erwartungswerte der Fehler sind Null, und p reprisentiert entweder
die Kovarianz oder die Korrelation der Residuen iiber die Gleichungen hinweg.
Im bivariaten Probit-Modell wird p geschétzt, nachdem die manifesten erklaren-
den Variablen im Modell kontrolliert sind. Der Wert von p stellt eine konditiona-
le Residualkorrelation dar, die somit den Einfliissen unbeobachteter Faktoren
Rechnung tragt (Briiderl 2000, S. 642; Greene 2008, S. 825; Angrist und Pischke
2009, S. 199; Zorn 2002).
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Das Modell basiert auf der Annahme, dass die beiden Fehler konditional x;
und x; einer Normalverteilung mit einem Mittelwert von Null und einer Varianz
von Eins folgen, aber die empirisch zu schidtzende Korrelation p aufweisen.

E(g | x,,%;) = E(&, | x,;,%,,) =0
var(g, | x;;,X,;) = var(e, | x,;,x,;) =1
cov(&, &, | X, %y) = p

Somit besteht die Verbindung der beiden Schétzgleichungen darin, dass mit der
Korrelation p der Residuen der Einfluss jener unbeobachteten Faktoren kontrol-
liert wird, die beide Gleichungen simultan beeinflussen. Die Schétzung des biva-
riaten Probit-Modells liefert auch einen Signifikanztest fiir die Korrelation und
damit ein Entscheidungskriterium, ob zwei Gleichungen auch separat, d.h. unab-
héngig voneinander, geschitzt werden konnen, oder ob die Spezifikation eines
bivariaten Probit-Modells geboten ist. Interessant ist das bivariate Probit-Modell
auch darum, weil es sich zu dem in Abbildung 9 schematisch dargestellten rekur-
siven Pfadmodell verallgemeinern lasst.

%, _
Yi=xp+e&,

%, _
Vo =50+ 0y + &y

In der folgenden empirischen Beispielanalyse geht es um die Einflussfaktoren
auf das Risiko einer befristeten Beschiftigung sowie um die Einflussfaktoren auf
das Risiko beruflichen Pendelns. Das Risiko der Befristung wird vorhergesagt
durch den Vektor x';B;, das Risiko des beruflichen Pendelns durch den Vektor
x',p,. Dabei wird angenommen, dass das Vorliegen einer nur befristeten Arbeits-
stelle auch das Risiko des beruflichen Pendelns beeinflusst. Die Einflussrichtung
dieser kausalen Beziehung ist aus substantiellen Erwdgungen sinnvoll: Gerade
weil eine Arbeitsstelle bloB3 befristet ist, entscheiden sich die Personen gegen
einen Umzug zum Ort des Arbeitsplatzes. Anders herum wire die kausale Bezie-
hung weniger plausibel: Personen haben nicht deshalb eine befristete Arbeitsstel-
le, weil sie pendeln. Man kann also das bivariate Probit-Modell zu einem rekur-
siven Pfadmodell verallgemeinern. Hier impliziert die Schitzung von p, ndmlich
die Korrelation der Residuen aus beiden Schéitzgleichungen, dass ein kausaler
Effekt der Befristung auf das Pendeln vermutet wird. Dieser Effekt sollte also
auch unter Kontrolle der unbeobachteten Faktoren auftreten, die beide Gleichun-
gen simultan beeinflussen. In der Gleichung zur Vorhersage von y; erscheint
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daher y, (das Outcome aus Gleichung 2) als Pradiktor mit seinem Regressions-
gewicht y (Gamma) — das Outcome in Gleichung 2 beeinflusst so das Outcome
in Gleichung 1. Fiir Modell 1 in Tabelle 4 schreiben wir die folgende Stata-
Syntax:

use $pfad/biprobit.dta, clear
biprobit (gependelt= frau studium kohorte2) ///

(befristet= alter isei_88 frau studium kohorte2), ///
cluster (id) robust

und fiir Modell 2 schreiben wir
use $pfad/biprobit.dta, clear
biprobit (gependelt= befristet frau studium kohorte2) ///

(befristet= alter isei_88 frau studium kohorte2), ///
cluster (id) robust

Tabelle 4: Befristung einer Arbeitsstelle und Pendeln zum Arbeitsplatz im
ostdeutschen Transformationsprozess, bivariates Probit, robuste

Standardfehler
Q) 2
nicht-rekursiv rekursiv
pendelt befristet pendelt befristet
Frau -0.2827 0.300" -0.2957 0.294
Studium 0.139 -0.533" 0.115 -0.554™
Kohorte 1985 Ref. Ref. Ref. Ref.
Kohorte 1990 0.202" 0.778"" 0.156 0.794"""
befristet - - 0.427 -
Alter - 0.056" - 0.061"
ISEI 88 - 0.020™" - 0.020™"
_cons -0.898"" 4205 1-0.899™" -4.299""
rtho .160* -.063
N 1266 1266

Tp<.1," p<.05"p<.0l,7 p<.001

Model (1) in Tabelle 4 ist nicht rekursiv und stellt eine so genannte seemingly
unrelated regression dar, weil der Satz der Pradiktoren nicht in beiden Glei-
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chungen identisch ist. Dagegen ist Modell (2) rekursiv, weil die abhdngige Vari-
able ,,befristet™ als Pradiktor in die ,,pendelt* Gleichung eingeht.

Tabelle 4 zeigt auch, dass Frauen ein geringeres Risiko des Pendelns (d.h.
Distanz > 20km) aufweisen als Ménner, aber ein hoheres Risiko einer befristeten
Arbeitsstelle. Diese Effekte finden wir in beiden Modellspezifikationen, ndmlich
im nicht-rekursiven Modell (1) sowie im rekursiven Modell (2). Auch die Alters-
und Statuseffekte bleiben relativ robust, auch wenn wir in Modell 2 den Effekt
der Befristung auf das Pendeln schitzen. Allerdings verdndert sich der Effekt der
Kohorte 1990: Wihrend im nicht-rekursiven Modell die Kohorte 1990 ein hohe-
res Risiko der Befristung aufweist und ebenfalls ein hoheres Risiko des Pen-
delns, ist der Effekt im rekursiven Modell (2) fiir das Pendeln nicht mehr signifi-
kant. In Modell (1) zeigt die Korrelation p der Residuen beider Gleichungen von
0,160, dass durchaus eine Abhingigkeit beider Prozesse besteht.

Modellieren wir das Outcome (d.h. die abhingige Variable) der ersten Glei-
chung, ndmlich ,befristet™, als Pradiktor fiir das Risiko des Pendelns, dann erhal-
ten wir einen positiven, aber nicht-signifikanten Effekt von ,,befristet” auf ,,pen-
delt, und die Residualkorrelation ist nicht mehr signifikant.



5 Ereignisanalyse I: Zensierung, Sterbetafel und
Kaplan-Meier-Schiitzer

Mit dem Verfahren der Ereignisanalyse wird untersucht, welche Faktoren sich
auf die Neigung einer Untersuchungseinheit auswirken, ein Ereignis zu einem
bestimmten Zeitpunkt zu erleben. Aus der Sicht eines Beobachters ,,wartet” jede
Untersuchungseinheit im Verlauf dieses Prozesses darauf, dass ein Ereignis ein-
tritt. Man spricht daher auch von Verweildauermodellen bzw. von Wartezeit.
Wihrend dieser Wartezeit sind die Untersuchungseinheiten dem Risiko ausge-
setzt, dass ein Ereignis eintritt.

Betrachten wir ein Beispiel: Méanner und Frauen ,,warten® auf das Ereignis
des ersten Jobwechsels. Der Anfangszeitpunkt liegt beim Beginn des aktuellen
Jobs. Damit ist zugleich der Ausgangszustand definiert. Nehmen wir an, dass bei
jenen Prozessen, die von Frauen erlebt werden, das Ereignis des Arbeitsstellen-
wechsels in der Tendenz nach relativ kurzer Zeit eintritt, wihrend Ménner ent-
weder deutlich langer auf ein Ereignis warten miissen oder nach Ende des Be-
obachtungsfensters (das kann auch das Ende des Erwerbslebens der Untersu-
chungseinheit sein) immer noch kein Ereignis des Jobwechsels erlebt haben. In
diesem Fall weisen Frauen eine hdhere Ubergangsrate auf als Ménner, d.h., die
Jobwechselrate ist bei Frauen hoher — und die mittlere Wartezeit auf ein Ereignis
kiirzer.

Diesen Sachverhalt kann man statistisch auf Basis von Episoden untersuchen.
Eine Episode ist dadurch definiert, dass sie einen Start- und einen Endzeitpunkt —
und damit eine Dauer — sowie einen Ausgangs- und einen Zielzustand aufweist.
Im oberen Teil der Abbildung 10 sehen wir vollstindig beobachtete Episoden,
die also nach Beginn der Untersuchung begonnen haben und vor Ende der Un-
tersuchung das interessierende Ereignis erleben. Hétte man nur in dieser Weise
vollstdndig beobachtete Episoden, konnte man im Prinzip die Neigung zu einem
Zustandswechsel im Zeitverlauf mithilfe von OLS-Regressionen erkldren. In der
Regel ist dies aber nicht der Fall. Eine rechtszensierte Episode beginnt nach
Beginn der Studie, aber das interessierende Ereignis tritt — wenn iiberhaupt — erst
nach dem Ende der Studie ein. Man weil} bei rechtszensierten Episoden also
wahrend der Studie nicht, zu welchem Zeitpunkt sie enden. Die grofle Stirke der
Ereignisanalyse besteht darin, dass auch diese rechtszensierten Episoden in der
Modellschitzung beriicksichtigt werden konnen. Warum ist das wichtig? Man
konnte ja auch argumentieren, dass man die rechtszensierten Episoden einfach
aus den Daten ausschliet und wie fehlende Werte behandelt. Ginge man in

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
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dieser Weise vor, wiirde man allerdings den Datensatz verdndern und damit auch
die Schitzergebnisse der Modelle systematisch verzerren. Die Wahrscheinlich-
keit der Rechtszensierung einer Episode steigt mit deren Dauer. Die Dauer wie-
derum variiert mit bestimmten Merkmalen der Untersuchungseinheiten. Nehmen
wir an, bestimmte Subgruppen weisen aufgrund ihrer spezifischen Merkmale
besonders lange Dauern auf — dann ist auch die Wahrscheinlichkeit der Recht-
szensierung erhoht. Wiirde man diese Episoden aus den Daten ausschlieen,
wiirde man tendenziell jene Merkmalskonstellationen in systematischer Weise
aus dem Datensatz entfernen, die lange Dauern fordern. Die Schitzung wére
darum verzerrt. Das Verfahren der Ereignisanalyse erlaubt, die von rechtszen-
sierten Episoden gelieferten Informationen bei der Modellschétzung zu beriick-
sichtigen bzw. diese Informationen zu nutzen. Man weill zwar nicht, wie lange
eine rechtszensierte Episode letztlich dauern wird, aber man weill immerhin, wie
lange man die Episode ohne Ereignis beobachten konnte. Solange kein Ereignis
eintrat, war diese Episode immer dem Risiko ausgesetzt, dass ein Ereignis eintre-
ten konnte. Die Episode war also trotz Rechtszensierung immer Teil der so ge-
nannten Risikomenge (,,Risk-Set”) und wird als solche bei der Modellschitzung
beriicksichtigt.

Abbildung 10: Zensierung von Episoden
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\
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Die mathematischen Hintergriinde der Beriicksichtigung von rechtszensierten
Episoden werden wir uns im Verlaufe dieses Kapitels ndher ansehen. Im unteren
Teil der Grafik sehen wir eine Episode, die linkszensiert ist, d.h. deren Beginn
vor dem Beginn der Studie liegt. Man kennt bei linkszensierten Episoden nicht
deren Verweildauer, da der Startzeitpunkt der Episode aufgrund der Linkszensie-
rung unbekannt ist. Man weill daher auch nicht, wie lange diese Episode dem
Risiko eines Ereignisses ausgesetzt war. SchlieBlich zeigt die Grafik noch eine
Episode, die sowohl links- als auch rechtszensiert ist, deren Startzeitpunkt also
vor dem Beginn der Studie, deren Endzeitpunkt aber nach dem Ende der Studie
liegt. Wéhrend rechtszensierte Episoden in der Ereignisanalyse problemlos be-
riicksichtigt werden konnen, ist die Behandlung von linkszensierten Episoden
problematisch. Haufig werden sie aus der Analyse ausgeschlossen. Wir werden
uns im Folgenden nur mit dem Fall von rechtszensierten Episoden beschiftigen.

Auf der x-Achse in Abbildung 10 ist die Kalenderzeit abgetragen. Das Be-
obachtungsfenster beginnt mit dem Datum des Anfangs der Studie und endet mit
dem Datum des Endes der Studie. Die Kalenderzeit ermdglicht eine historische
Lokalisierung der Prozesse. Fiir viele soziologische und 6konomische Fragestel-
lungen ist eine historische Verortung der Episoden wichtig, weil die Ubergangs-
raten in Beziehung zu sogenannten Periodeneffekten gesetzt werden sollen. So
kann es sein, dass die Neigung zu Arbeitsstellenwechseln auch von der jeweili-
gen Situation auf den Arbeitsmirkten abhéngig ist, und diese Situation dndert
sich im historischen Zeitverlauf. Kann man die Episode historisch, d.h. kalender-
zeitlich zuordnen, ist es auch mdoglich, die Information der Episode mit den je-
weils wirksamen Bedingungen auf dem Arbeitsmarkt zu verkniipfen. Kalender-
zeitliche Informationen sind daher wichtig fiir die zeitabhidngige Verkniipfung
der Episoden mit den Kontextmerkmalen, spielen aber fiir die in der Prozesszeit
erfolgende Modellschidtzung keine Rolle mehr. Prozesszeit ist die Zeit bis zum
Eintreten des Ereignisses oder bis zur Zensierung. Sie wird in der jeweils ver-
wendeten Zeiteinheit gemessen. In der soziologischen Lebenslaufforschung
verwendet man hdufig Monate oder Jahre. In anderen Disziplinen, bspw. in den
Ingenieurswissenschaften, wird die Zeit auch in Tagen oder sogar in Sekunden
gemessen.

Die Prozesszeit beginnt mit dem Startzeitpunkt der Episode. Sie hat zu Be-
ginn den Wert 0 und zéhlt wie eine Stoppuhr die vergangene Zeit bis zum Ereig-
nis- oder Zensierungszeitpunkt 7. An welcher Stelle dieser Prozess auf einer
kalenderzeitlichen Achse zu verorten ist, ist nun nicht mehr interessant bzw. bei
reiner Prozesszeitinformation auch nicht bekannt. In sozialwissenschaftlichen
Analysen wird neben der Prozesszeit und der Kalenderzeit noch eine dritte Zeit-
dimension betrachtet, ndmlich die Kohorten. Kohorten sind dadurch definiert,
dass sie bestimmte Lebensereignisse, wie etwa die Geburt, die Heirat oder den
Abschluss einer Ausbildung, in einer bestimmten historischen Periode, z.B. ei-
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nem Jahr, erlebt haben. Kohortenanalysen fragen danach, ob Pragungen der
Kohorten im weiteren Lebenslauf beibehalten werden. Ist dies der Fall, wird dies
als Kohortendifferenzierung bezeichnet.

Nehmen wir an, wir haben einen Datensatz, der Episoden umfasst, die die er-
forderlichen Merkmale aufweisen, ndmlich einen Start- und Endzeitpunkt (Dau-
er) sowie einen Zielzustandsindikator (Ereignis oder Zensierung). Wie wird bei
der Ereignisanalyse vorgegangen? Die Analyse erfolgt hdufig in zwei Schritten,
niamlich erstens als Deskription und Signifikanztest, und zweitens als multivaria-
tes Regressionsmodell. Die Deskription besteht darin, dass der Ubergang der
Untersuchungseinheiten vom Ausgangs- in den Zielzustand als Abstrom betrach-
tet und iiber die Zeit hinweg visualisiert wird. Dies geschieht durch sogenannte
Survivor-Funktionen, die zu jedem Zeitpunkt des untersuchten Prozesses den
Anteil der Uberlebenden, d.h. derjenigen, die noch kein Ereignis erlebt haben,
abbilden. Man kann diese Survivor-Funktion auch fiir unterschiedliche Subpopu-
lationen darstellen, also bspw. fiir Ménner oder Frauen oder fiir bestimmte Aus-
bildungsgruppen. Es gibt zwei Typen von Survivor-Funktionen; einen fiir stetige
und einen fiir diskrete Zeit. Man verwendet die Sterbetafel fiir eine diskrete
Zeitmessung, bei der die Zeit also nur in Intervallen mit einer bestimmten Breite
gemessen wurde oder zusammengefasst ist. Wird die Zeit dagegen als stetig
betrachtet, werden in der Regel die sogenannten Kaplan-Meier Survivor-
Funktionen verwendet (synonym: Produkt-Limit-Estimator). Sterbetafel und
Kaplan-Meier-Verfahren werden in diesem Kapitel behandelt.

Vergleicht man mit der Methode der Survivor-Funktion den Abstrom aus
dem Ausgangszustand zwischen unterschiedlichen Subpopulationen, kann man
allerdings nicht ausschlieen, dass Drittvariablen mit den eigentlichen Gruppen-
differenzen im Abstromprozess konfundiert sind. Die Kontrolle von Drittvariab-
len erfolgt in den Regressionsmodellen der Ereignisanalyse. Bei diesen Model-
len tritt die Survivor-Funktion zunéchst in den Hintergrund. Die abhingige Vari-
able dieser Modelle ist die sogenannte Hazardrate r(t), die durch eine Funktion f
von erkldrenden Variablen und deren Regressionsgewichten, also fAx’p), erklart
wird. Man kann die Hazardrate vorldufig und vereinfacht definieren als momen-
tane Neigung einer Untersuchungseinheit, im ndchsten Augenblick ein Ereignis
zu erleben. Allerdings handelt es sich bei der Hazardrate selbst nicht um ein
direkt messbares Merkmal, welches man etwa durch Befragung der Untersu-
chungseinheiten erfassen konnte, sondern um ein mathematisches Konstrukt,
dhnlich wie wir es von den Log Odds der logistischen Regression kennen. Die
Pradiktoren, mit denen die Hazardrate vorhergesagt wird, konnen zeitkonstant,
aber auch zeitveranderlich sein. Insbesondere die Moglichkeit der Modellierung
zeitverdnderlicher erklirender Variablen stellt eine Stirke der Ereignisanalyse
dar. Die Analyse von zeitverdanderlichen Pradiktoren bedeutet, dass man Verén-
derungen auf Seiten der abhéngigen Variable mit Verdnderung auf Seiten der
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unabhédngigen Variablen vorhersagt. Es geht dabei also um die Interdependenz
von sozialen Prozessen.

5.1 Merkmale von Ereignisdaten

Bisher haben wir in diesem Buch Regressionsverfahren behandelt, die das Auf-
treten von Ereignissen oder das Vorliegen von Zustinden durch die Einflussfak-
toren auf die Wahrscheinlichkeit dieser Ereignisse oder Zustinde zu erkldren
versuchen. Es ist aber ein wesentlicher Unterschied, ob man untersucht, ob ein
Zustand vorliegt oder nicht, oder ob man untersucht, wie lange die Dauer bis
zum Eintreten eines Zustandswechsels (eines Ereignisses) ist. Liegen Informati-
onen iiber die Zeit bzw. Dauer bis zum Eintreten eines Ereignisses vor, handelt
es sich um Ereignisdaten. Ist die Dauer bis zum Eintreten eines Ereignisses bzw.
die relative Geschwindigkeit, mit der Ereignisse in einer bestimmten Subpopula-
tion eintreten, Gegenstand der Fragestellung — und liegen Ereignisdaten auch
tatsichlich vor —, dann sollten Verfahren der Ereignisanalyse angewandt werden.

Eine kontinuierliche bzw. stetige Zeitmessung bedeutet, dass auch infinitesi-
mal kleine Unterschiede zwischen Dauern gemessen werden konnen. Streng
genommen wird in der Praxis aber mit mehr oder weniger feinen, letztlich doch
immer diskreten, Zeiteinheiten gearbeitet. Auch Millisekunden sind diskrete
Einheiten, die aber fiir eine sozialwissenschaftliche Lebenslaufforschung in der
Regel unerheblich sind. Man betrachtet in der Lebenslaufforschung sogar mo-
natsgenaue Angaben als hinreichend, um eine stetige Zeitmessung zu unterstel-
len. Hingegen unterteilt eine diskrete Zeitperspektive die Zeit in mehr oder we-
niger grobe, zumeist gleich grofle Intervalle. Liegen nur jahresgenaue Lebens-
laufangaben vor, lisst sich eine kontinuierliche Zeitmessung kaum mehr unter-
stellen, und es werden diskrete Modelle der Ereignisanalyse geschitzt, die der
diskreten Natur der Daten Rechnung tragen.

Die zentrale Fragestellung der Ereignisanalyse ist aber unabhingig davon, ob
die Daten in diskreter Form vorliegen oder als zeitstetig angenommen werden.
Sowohl in diskreter als auch in stetiger Zeitmessung basiert die Analyse auf
Episoden. Eine Episode i beinhaltet eine Reihe von Merkmalen: Sie hat einen
Anfangszeitpunkt (s;) (,,start) und einen Endzeitpunkt (t;)) (,termination®). Sie
hat einen Ausgangszustand (0;) (,,origin“) und einen Zielzustand (d;) (,,destinati-
on“). Im Falle von wiederholbaren Ereignissen, also etwa im Falle von Arbeits-
stellenwechseln, gibt der chronologische Zahler (m;) an, um welche laufende
Nummer der Episode es sich jeweils handelt. Der Zielzustand (d;) gibt an, ob
zum Endzeitpunkt tatsdchlich ein Ereignis eingetreten ist, oder aber, ob der End-
zeitpunkt durch das Ende des Beobachtungsfensters (also durch Zensierung)
bestimmt ist. Nun haben wir in unserem Beispiel bereits eine erklirende Variable
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eingefiihrt, ndmlich das Geschlecht. Auch zeitkonstante und zeitverdnderliche
erkldrende Variablen (x;) der Untersuchungseinheiten sind Merkmale von Episo-
den. Diese erkldrenden Variablen wirken auf das zentrale Konstrukt der Ereig-
nisanalyse, nimlich die Ubergangsrate. Liegen Episodendaten vor, deren Ele-
mente die genannten Eigenschaften aufweisen, konnen die statistischen Verfah-
ren der Ereignisanalyse angewandt werden. Dabei kann der Zielzustand (d;)
entweder eine einfache oder eine relativ komplexe Form annehmen. Man spricht
auch von einem Zustandsraum (state space) {Y}. Dabei handelt es sich um eine
diskrete, nominalskalierte Merkmalsdimension, mit der die moglichen Aus-
gangs- und Zielzustinde der Untersuchungseinheiten abgebildet werden. Der
Zustandsraum umfasst die Menge der moglichen o; und d;, also die Ausgangs-
und Zielzustinde. Strenggenommen reicht das Vorliegen der oben genannten
Merkmale aber noch nicht aus, um Modelle der Ereignisanalyse zu schitzen.
Was dringend erforderlich ist, sind die tatséchlich in den Daten beobachtbaren
Ubergiinge (transitions) im Zeitverlauf, also Wechsel von einem Ausgangszu-
stand j in einen Zielzustand &, wobei gilt j # k und j,k € {Y}. Anderenfalls lage
keine Variation der abhingigen Variablen vor und alle Untersuchungseinheiten
verblieben im Ausgangszustand, ohne einen Ubergang in den Zielzustand zu
erleben.

5.2 Der Vergleich von Survivorfunktionen

Wie bei anderen statistischen Analyseverfahren auch sollte man die Arbeit nicht
direkt mit der Modellspezifikation beginnen, sondern sich zuerst durch deskrip-
tive Analysen einen Uberblick iiber den interessierenden Prozess verschaffen.
Dies geschieht durch den Vergleich von Survivorfunktionen, der mit der Metho-
de der Sterbetafel oder mit dem Kaplan-Meier-Verfahren durchgefiihrt wird. Bei
beiden Verfahren werden Tabellen mit Werten erstellt, auf denen die Schétzun-
gen der Survivorfunktion und der Ubergangsrate basieren.

5.2.1 Sterbetafel

Die Survivorfunktion bildet zu jedem Zeitpunkt den Anteil der Beobachtungen
ab, die noch kein Ereignis erlebten, und die darum als Uberlebende bezeichnet
werden (vgl. Abbildung 14, S. 103). Man merkt an dieser Bezeichnung, dass
diese Verfahren aus der Demographie und Biometrie stammen, wo sie insbeson-
dere in Analysen der Mortalitdt angewandt werden. Survivorfunktionen werden
fiir Episoden des Abstroms aus einem Ausgangszustand dargestellt. Sie konnen
im Zeitverlauf abnehmen oder — wenn kein Ereignis eintritt — konstant bleiben,
sie kdonnen jedoch nicht im Zeitverlauf ansteigen. Dabei liefert die Survivorfunk-
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tion grundlegende Informationen iiber den interessierenden Prozess, insbesonde-
re liber die mittlere Abstromgeschwindigkeit. Man kann etwa anhand der Survi-
vorfunktion sehen, zu welchem Zeitpunkt 50 Prozent der Untersuchungsgesamt-
heit ein Ereignis erlebt haben. Dies wére der Median der Survivorfunktion. Man
kann auch zwei Subpopulationen, bspw. Méanner und Frauen, hinsichtlich ihrer
Mediane vergleichen. Doch die Survivorfunktion liefert noch mehr Informatio-
nen: Man kann an ihr bereits grob die Form der Ubergangsrate iiber die Zeit
ablesen, ob ndmlich die Ereignisse eher zu Beginn oder eher zum Ende des Pro-
zesses eintreten. Allerdings sollte fiir die Darstellung dieser Information auch
direkt die Verteilung der Ubergangsraten iiber die Zeit dargestellt werden, d.h.
die Ratenfunktion (synonym: Hazardfunktion). Dies werden wir uns weiter unten
ansehen. Wichtig ist bei der Analyse von Survivorfunktionen, dass man gerade
nicht die Information des Prozesses auf nur einen einzigen Kennwert, nimlich
den Median, reduziert, sondern dass man anhand der Survivorfunktion auch
Unterschiede im Timing, d.h. in der zeitlichen Lagerung der Ereignisse, die den
Prozess beschreiben, veranschaulichen kann.

Im folgenden Beispiel der Sterbetafel geht es um den Ubergang in die erste
Weiterbildung, die eine Person nach Abschluss des Hochschulstudiums oder der
beruflichen Lehre wihrend des ostdeutschen Transformationsprozesses erlebte.
Abbildung 11 zeigt einen kleinen Ausschnitt einer Sterbetafel, anhand dessen
sich die Berechnung der zentralen Kennziffern, die den Abstromprozess nach der
Sterbetafel-Methode beschreiben, veranschaulichen ldsst. Sie wurde generiert
mit der folgenden Syntax, wobei t fiir jede Episode die Prozesszeit bis zum
Ereignis oder bis zur Zensierung und d den Zielzustandsindikator enthélt. Endet
die Episode mit einem Ereignis, dann ist d=1, endet sie mit einer Rechtszensie-
rung, ist d=0:

use $pfad/ltb.dta, clear
ltable t d, survival interval (0(12)72)
ltable t d, hazard interval(0(12)72)

*** separat flir Werte der Variablen ,studium™ ***
ltable t d, survival by (studium) interval (0(12)72) graph

Die Zeitachse ist durch die Option interval (0 (12) 72) in jeweils gleichgrofle
Intervalle von 12 Monaten untergliedert. Diese Zeitachse beschreibt die Prozess-
zeit und beginnt fiir jedes Individuum im ersten Intervall beim Monat 0, ganz
unabhingig davon, wann die jeweiligen Individuen ihren Prozess in der histori-
schen Kalenderzeit erlebten. Die Sterbetafel in Abbildung 11 zeigt in der dritten
Spalte die Anzahl der Episoden, die zu Beginn des Prozesses beobachtet werden.
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Abbildung 11: Sterbetafeln Ergebnisausgabe von Stata

Beg. | 1-(15/ (1195-16.5) ) | sea.

Interval Total Deaths Lost Survival(—l Error

0 12 1195 33 0.9873 ¢ 0.0033

12 24 1147 @ 0.9642 0.0056

24 36 963 3 0.9497 0.0067

36 48 888 6 40 0.9431 0.0072
D ; E, 251 (12*(1147-79.5-12.5
R =N,-05+2, |Fi= vt (12%(1147-79.5-12.5))

(70 —7)*(R-0.5%E))

Beg. Cum. std. std.

Interval Total Failure Error Hazard Error

0 12 9 0.0127 0.0033 0.0011 0.0003

12 24 @ 0.0358 0.0056  0.0020€¢ 0.0004

24 36 96 0.0503 0.0067 0.0013 0.0003

36 48 888 0.0569 0.0072 0.0006 0.0002

Sie zeigt auch die Anzahl der Ereignisse in diesem Zeitintervall von 0 bis 12
Monaten. Bezeichnenderweise ist diese Spalte in der Stata Ausgabe mit
Deaths lberschrieben. In diesem Beispiel haben wir im ersten Zeitintervall 15
Ereignisse. Wir haben aber auch, wie die vierte Spalte zeigt, 33 verlorene Fille
(Lost). Das bedeutet, dass diese Fille im Verlauf des Intervalls aus der Risi-
kopopulation verschwinden, ohne dass allerdings ein Ereignis eingetreten ist.
Verlorengegangen sind jene Félle, die wihrend des Intervalls eine Rechtszensie-
rung erleben, ohne dass bekannt ist, wann diese Rechtszensierung genau eintritt.
Nichtsdestotrotz ermdglichen die Formeln der Sterbetafelschéitzung, diese Falle
mit in die Berechnung einzubeziehen. Dies wollen wir uns nun genauer ansehen.

Man kann aufgrund der vorliegenden Information die Wahrscheinlichkeit be-
rechnen, dass die Personen das erste Zeitintervall iiberleben. Die Uberlebens-
wahrscheinlichkeit 14sst sich beschreiben durch 1 minus die Ereigniswahrschein-
lichkeit (synonym: Sterbewahrscheinlichkeit). Die Ereigniswahrscheinlichkeit g,
ist die Anzahl der real eintretenden Ereignisse £ im Intervall / dividiert durch die
GroBe der Risikopopulation R,. R, sind all jene, die wihrend des Intervalls dem
Risiko eines Ereignisses ausgesetzt waren. Bei der Berechnung der Risikopopu-
lation stellt sich die Frage, wie mit den zensierten Féllen (Lost) umgegangen
wird. Hier hat sich eine durchaus sinnvolle Konvention etabliert, der zufolge
man annimmt, dass die zensierten Episoden Z; im Durchschnitt in der Mitte des
Zeitintervalls ihre Rechtszensierung erleben. Weil diese Episoden nur fiir die
Hilfte der Intervalllinge dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt waren, wird
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die Anzahl der verlorengegangenen Fille durch 2 dividiert (mit 0,5 multipli-
ziert). Der daraus resultierende Wert wird von denjenigen, die zu Beginn des
Intervalls dem Risiko ausgesetzt waren (), subtrahiert. Von den 1195 Episoden,
die bei Intervallbeginn im Risk-Set waren, werden also 0,5°33=16,5 abgezogen,
woraus sich das bereinigte Risk-Set ergibt, auf dessen Grundlage die Rate und
Wabhrscheinlichkeit berechnet werden. Nach dieser Logik berechnet sich in Ab-
bildung 11 eine Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir das erste Intervall von 0,9873.

Geringfiigig komplizierter gestaltet sich die Berechnung der Ubergangsrate
(synonym: Hazardrate). Hier ist es wichtig zu wissen, dass man die Ubergangs-
rate im Prinzip auch darstellen kann als eine Relation von Ereignissen pro Zeit-
einheit. Liegen viele Ereignisse in einem kleinen Zeitintervall vor, ist die Rate
hoch. Treten wéhrend eines langen Zeitintervalls nur wenige Ereignisse auf, ist
die Rate gering. Dies wird durch die Formel zur Berechnung der Rate im jewei-
ligen Zeitintervall der Sterbetafelschdtzung veranschaulicht. Die geschitzte Rate
im Intervall / ist gleich der Anzahl der Ereignisse E; im Intervall / im Zahler,
dividiert durch das Risk-Set R;, von dem allerdings die Halfte der Ereigniszahl
im Intervall subtrahiert wird. Der im Nenner resultierende Ausdruck wird multi-
pliziert mit der Lange des Zeitintervalls 7;,;—7;. Die erneute Korrektur des Risk-
Sets kommt dadurch zustande, dass diejenigen Félle, die wahrend des Intervalls
ein Ereignis erlebt haben, ebenfalls nur im Durchschnitt fiir die Hilfte der Dauer
des Intervalls dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt waren. Mit anderen Wor-
ten: Jene Fille, die im Intervall ein Ereignis erlebten, waren nicht die gesamte
Dauer des Intervalls dem Ereignisrisiko ausgesetzt. Hier findet man wieder die
Annahme, dass die Ereignisse im Durchschnitt in der Mitte des Intervalls eintre-
ten; es wird also ebenso vorgegangen wie im Falle der Rechtszensierungen.

Die Darstellung der diskreten Hazardrate r; in der Sterbetafel ist der Uber-
gangsrate im diskreten logistischen Ratenmodell sehr dhnlich (vgl. Kapitel 6). In
diesem Modell werden auch Ereignisse pro Zeiteinheiten (hier: Monate) betrach-
tet. Dasselbe geschieht hier: Die Anzahl der Ereignisse £; wird dividiert durch
die Lange des Zeitintervalls 7;.,—t; multipliziert mit dem korrigierten Risk-Set.
Die Rate ist ein Ausdruck fiir die Ereignisse, die durchschnittlich pro Zeiteinheit
eintreten.

fal =N, -05%Z, — Risikopopulation (Risk-Set) in /

7= Eﬁ — Ubergangsrate in /
(T —7)* (R, —05%E))

Wenden wir diese Formel auf unser Beispiel an, sehen wir im unteren Teil von
Abbildung 11 in der vorletzten Spalte (,,Hazard*) einen Wert von 0,0020 fiir das
zweite Zeitintervall. Wie wird dieser Wert berechnet? Wir miissen von den 1195
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Episoden, die als Risikogruppe das erste Zeitintervall (0-12) begonnen haben,
die 48 Fille abziehen, die dort aufgrund eines Ereignisses (n=15) oder aufgrund
einer Zensierung (n=33) dem Risk-Set entzogen wurden. Demnach erreichen
also nur noch 1147 Episoden das zweite Zeitintervall. Auf Basis dieser Fille
konnen wir nun das Risk-Set berechnen. Fiir die Berechnung des Risk-Sets zie-
hen wir zunéchst 79,5 von 1147 ab, weil 159 Fille aufgrund einer Rechtszensie-
rung im zweiten Intervall verlorengingen (159+0,5=79,5). AuBBerdem miissen wir
noch die Hilfte der Ereignisse abziechen (25¢0,5=12,5), weil ja angenommen
wird, dass auch die Ereignisse im Durchschnitt in der Mitte des Zeitintervalls
eintreten. Diese Werte eingesetzt in die Formel zur Berechnung der geschitzten
Rate im Zeitintervall / ergibt (vgl. Abbildung 11, Kistchen Mitte rechts):

25/(12+(1147-79,5-12,5) )=0,0020.

Nach diesem Verfahren berechnen wir nun fiir jedes Zeitintervall die Ubergangs-
rate und konnen anhand der Ergebnisse feststellen, ob die Ubergangsrate im
Zeitverlauf konstant ist oder eine spezifische Verlaufsform iiber die Zeit an-
nimmt. Die Survivorfunktion G ergibt sich aus dem Produkt der intervallspezifi-
schen Uberlebenswahrscheinlichkeiten.

G, = Ifz — Sterbewahrscheinlichkeit im Intervall /
Rl

Die jeweilige Uberlebenswahrscheinlichkeit p; ist gleich 1 minus die Sterbe-,
bzw. Ereigniswahrscheinlichkeit g, Man kann bis zum jeweiligen Zeitintervall
die Survivorfunktion berechnen, indem man bis zu diesem Zeitintervall die ein-
zelnen Uberlebenswahrscheinlichkeiten kumulativ aufmultipliziert.

él =(1-¢g, )e(-g ,)e..e(1-g)

Das wire etwa fiir das vierte Intervall das folgende Produkt:

G(l)=

(1-15/(1195-16,5)) e (1-25/(1147-79,5)) ®

(1-14/(963-30,5)) ® (1-6/(888-20)) =0,9431

Die Darstellung der Sterbetafel erfiillt einen wichtigen didaktischen Wert, weil

sie die zentralen Konstrukte der Ubergangsraten und der Survivorfunktion an-
schaulicher darstellt, als dies beim Verfahren fiir stetige Zeit moglich ist.
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5.2.2 Kaplan-Meier-Schdtzer

Wenn aber stetig gemessene Daten iiber die Zeit vorliegen, dann sollten auch die
addquaten Analyseverfahren fiir stetige Zeit verwendet werden. Angemessen fiir
stetige Zeit ist der Kaplan-Meier-Schdtzer, auch als Produkt-Limit-Schdtzer
bezeichnet. Der Produkt-Limit-Schétzer ergibt sich aus dem kumulierten Produkt
(IT) der zeitpunktspezifischen Uberlebenswahrscheinlichkeiten, die jeweils be-
rechnet werden aus 1 minus der Ereigniswahrscheinlichkeit. Die Ereigniswahr-
scheinlichkeit £, ergibt sich aus dem Quotienten aus der Anzahl der Ereignisse
und der GroBe des Risk-Sets. Formal wird die zum Zeitpunkt # nach Kaplan-
Meier geschitzte Survivorfunktion durch folgenden Ausdruck dargestellt:

G(r) = H(l—?j

Ly <t

Veranschaulichen lisst sich das anhand eines Ausschnitts der Ergebnistabelle des
Kaplan-Meier-Schitzers. Wieder wird angenommen, dass die Prozesszeit beim
Zeitpunkt 0 beginnt. Allerdings wird bei der Kaplan-Meier-Survivorfunktion
immer nur dann eine neue Zeile in der Ergebnistabelle generiert, wenn zum je-
weiligen Zeitpunkt (in Prozesszeit) tatsdchlich ein Ereignis eintritt. Wahrend bei
der Sterbetafelmethode die Intervalle a priori vorgegeben sind, werden sie beim
Kaplan-Meier-Schitzer von Ereigniszeitpunkt zu Ereigniszeitpunkt aus den Da-
ten heraus gebildet. Generieren wir nun die Ereignistabelle fiir den Kaplan-
Meier-Schitzer.

use $pfad/pcel.dta, clear
stset ende, id(record) failure (des)
sts list, by (studium)

In der obigen stata-Syntax wir nach dem Einlesen der Daten durch den Befehl
stset der Datensatz fiir die Ereignisanalyse definiert. Die Variable ende gibt
die Prozesszeit an, die Option id () gibt an, zu welcher Person eine Episode
gehort, failure () verweist auf die Variable des, die den Zielzustandsindikator
enthélt.
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Abbildung 12: FEreignistabelle iiber die Zeit, Kaplan-Meier-Schitzer

Beg. Net Survivor std.
Time Total Fail Lost Function Error

studium=0

1 500 1 2 1-(1/498) 0.9980 0.0020
2 497 1 o 1-(1/497) 0.9960 0.0028
3 496 1 2 1-(1/494) 0.9940 0.0035
4 493 1 2 0.9920 0.0040
5 490 0 2 0.9920 0.0040
6 488 1 0 0.9899 0.0045
7 487 2 2 0.9859 0.0053
8 483 3 3 0.9797 0.0063
9 477 0 2 0.9797 0.0063
10 475 0 3 0.9797 0.0063

G(r) = H(l _ % J o G(3)=[1-(1/498)] * [1-(1/497)] * [1-(1/494)] =0,99369

Lt <t

Die obige Abbildung 12 beschreibt wieder die Uberginge in die erste Weiterbil-
dung von Lehrabsolventen. Wir sehen in der ganz linken Spalte (iiberschrieben
mit Beg.-Time) die Zeitachse, bei der jeder Zeitpunkt aufgefiihrt ist, zu dem
entweder ein Ereignis eintritt oder ein Fall aufgrund einer Zensierung verloren
geht. In diesem Beispiel stellen wir fest, dass zum Zeitpunkt 0 noch kein Ereig-
nis eintritt. 500 Episoden der Subpopulation mit Studium=0, d.h. der Lehrabsol-
venten, erreichen den ersten Monat. In diesem ersten Monat stellen wir ein Er-
eignis fest. In der Tabelle ist die Spalte mit den Ereignissen mit Fail iiber-
schrieben. Eine Person aus der Subpopulation der Lehrabsolventen gab bereits
einen Monat nach Abschluss der ersten Ausbildung den Ubergang in eine Wei-
terbildung an. AuBBerdem gingen zwei Fille verloren, sie hatten bereits nach dem
ersten Monat ihres ersten Jobs eine Rechtszensierung (iiberschrieben mit Net
Lost). Fiir die grafische Darstellung ist nun die mit Survivor Function iiber-
schriebene Spalte relevant. Wieder wird nach der oben genannten Formel zu
jedem Zeitpunkt die Survivorfunktion berechnet. Dafiir muss aber fiir jeden
Zeitpunkt zunichst die Uberlebenswahrscheinlichkeit ermittelt werden. Die
Uberlebenswahrscheinlichkeit ergibt sich aus 1 minus der Anzahl der Ereignisse
E; zum jeweiligen Zeitpunkt dividiert durch die GroBe der Risikopopulation R;.
Bei der Definition der Risikopopulation wird so vorgegangen, dass die jeweils
zensierten Fdlle zum Zeitpunkt ¢ der Risikopopulation entzogen werden, wéh-
rend die Ereignisse als dem Risk-Set zugehérig betrachtet werden. Dadurch
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kommt man beispielsweise zum Zeitpunkt t=3 auf 494 Episoden, die noch dem
Risiko des Ubergangs in die erste Weiterbildung ausgesetzt waren, weil zu t=3
zwei Fille durch eine Rechtszensierung verloren gingen. Die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit berechnet sich dann durch 1-(1/494).

Multiplizieren wir die einzelnen Uberlebenswahrscheinlichkeiten bis zum
dritten Zeitpunkt auf, erhalten wir den entsprechenden Wert der Survivorfunkti-
on (vgl. Abbildung 15, S. 105) von 0,9940 (gerundet). Wichtig ist, dass bei der
grafischen Darstellung der Survivorfunktion etwaige Liicken, die dadurch ent-
stehen, dass zu einem Zeitpunkt kein Ereignis eingetreten ist, ergdnzt werden
und fiir diese Liicken ein horizontaler Verlauf der Survivorfunktion angenom-
men wird. Die Survivorfunktion beginnt immer zum Zeitpunkt 0 bei 100 Pro-
zent, wihrend dann im Verlaufe des Prozesses der Anteil der zum jeweiligen
Zeitpunkt noch Uberlebenden sukzessive schrumpft (Abbildung 15, S. 105).

Sowohl die Sterbetafel fiir diskrete Zeit als auch der Kaplan-Meier-Schétzer
fiir stetige Zeit verwenden die Survivorfunktion fiir die Deskription des interes-
sierenden Prozesses. Noch interessanter ist es allerdings, zwei Subpopulationen
auf Signifikanz der Unterschiede in den Verldufen der Survivorfunktion zu tes-
ten. Wir kdnnen fiir zwei Subpopulationen die Survivorfunktion nicht nur gra-
fisch darstellen, wir konnen die visuell priasentierten Unterschiede anhand eines
Signifikanztests statistisch absichern. Dies geschieht dhnlich wie beim Omnibus-
Test der einfaktoriellen Varianzanalyse. Diese Signifikanztests werden entweder
als Log-Rank-Test oder als Wilcoxon-Tests bezeichnet, wobei letztere eine ganze
Familie von Testvarianten umfassen. Welcher der beiden Testtypen angewendet
wird, also entweder Log-Rank-Test oder einer der Wilcoxon-Tests, hidngt davon
ab, ob sich die beiden Survivorfunktionen eher zu Beginn des Prozesses unter-
scheiden oder eher am Ende des Prozesses. Darauf kommen wir gleich zuriick.
Schauen wir uns aber zunéchst die Logik der Signifikanztests auf Unterschied-
lichkeit der Verldufe von Survivorfunktionen genauer an.

In der Abbildung 13 ist die Berechnung des Log-Rank-Tests dargestellt, wie
er nach einer anschaulichen, jedoch nur approximativen Formel berechnet wird.
Diese Naherungsformel findet man bei Kleinbaum (1996, S. 61). Wenngleich
das Ergebnis dieses Vorgehens geringfiigig vom Ergebnis auf Basis der komple-
xeren Formel abweicht (vgl. unten), ist die Darstellung fiir das Verstindnis der
Logik des Tests gut geeignet. Betrachtet werden Kaplan-Meier-
Survivorfunktionen im Folgenden fiir das Ende des ersten Jobs von 600 Perso-
nen und fiir zwei Gruppen, ndmlich fiir Frauen (N=252) und fiir Ménner
(N=348). Allerdings werden zur besseren Ubersichtlichkeit nur die ersten 10
Monate ausgewertet, was — wie man sehen wird — das Ergebnis stark beeinflusst.

Im linken Drittel von Abbildung 13 sind fiir die ersten 10 Monate beider
Gruppen die Zeitpunkte (T), die Anzahl der ,,Events* (Ev), diec Anzahl der Zen-
sierungen (C) und die zu jedem Zeitpunkt jeweils verbliebene Risikopopulation
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(aR, ,at risk®) dargestellt. Sowohl bei den Minnern als auch bei den Frauen
findet das erste Ereignis im Monat 2 statt. Beim semi-parametrischen Kaplan-
Meier-Schitzer werden Monate ohne Ereignis nicht mit ausgegeben. Es wird
darum ein erstes Intervall der Lange von Null bis Zwei betrachtet. Den Monat 2
beginnen alle noch als Risikopopulation ohne Ereignis, doch in Monat 2 beenden
ein Mann und eine Frau ihre Jobs. Wie die Kreise in Monat 3 hervorheben, be-
enden hier 2 Méanner und 3 Frauen ihre Jobs. Ein Mann wird in Monat 3 zensiert
(weil er den Job erst kurz vor Ende des Beobachtungsfensters angefangen hat).
Bei den Ménnern beginnt der Monat 3 darum mit N=346 im Risk-Set, weil im
Monat 2 von den 348 einer ein Ereignis erlebte und ein weiterer im Monat 3
zensiert ist. Zwei Méanner beenden im Monat 3 ihre Jobs und erreichen den Mo-
nat 4 darum nicht mehr. Im Monat 4 werden aber wiederum 2 Miénner zensiert,
weshalb das Risk-Set dann nur noch aus 342 (346—2-2) besteht. Im Monat 4 sind
somit 342 Minner at risk, von denen nun 8 ihren Job verlassen, worauthin das
Risk-Set in Monat 5 auf 334 schrumpft.

Dieser Logik folgend kann man sowohl bei den Ménnern als auch bei den
Frauen den im Zeitverlauf stetigen Riickgang des Risk-Sets aufgrund von Ereig-
nissen und Zensierungen beobachten. Unterscheiden sich die beiden Gruppen
signifikant? Nimmt die relative Anzahl der zu jedem Zeitpunkt Uberlebenden in
einer Gruppe schneller ab als in der anderen?

Getestet wird der Unterschied der Abstromgeschwindigkeit zwischen den
beiden Gruppen durch einen y*-Test. y>-verteilte Tests basieren auf dem Ver-
gleich der bei statistischer Indifferenz beider Gruppen erwarteten mit der empi-
risch gegebenen Haufigkeitsverteilung. Wie bei einer Kreuztabelle werden diese
Abweichungen iiber alle Kategorien aufsummiert, woraus sich die y*-verteilte
TestgroBe ergibt.

Im mittleren Drittel von Abbildung 13 sind die erwarteten Héufigkeiten in
Form einer so genannten Indifferenztabelle dargestellt. Die erwarteten Haufig-
keiten werden nach folgender Logik berechnet: Was wire, wenn sich die Grup-
pen nicht hinsichtlich ihrer zeitpunktbezogenen Quotienten aus Ereignis und
Risk-Set unterschieden? Man addiert daher die Gesamtzahl der Ereignisse iiber
beide Gruppen hinweg und gewichtet diese Gesamtzahl mit dem Anteil der je-
weiligen Gruppe an der Grofie der Gesamtgruppe.

Nehmen wir als erstes Beispiel den Zeitpunkt t=2. Zur Berechnung der er-
warteten Haufigkeit addiert man zunichst die Anzahl der Ereignisse iiber beide
Gruppen auf. Insgesamt traten zu t=2 zwei Ereignisse ein — eines bei den Mén-
nern, eines bei den Frauen. Diese Gesamtzahl der Ereignisse wird fiir jede der
beiden Gruppen gewichtet um den Anteil der jeweiligen Gruppe an der Grofe
des gesamten Risk-Sets. Fiir die Ménner ergibt sich zu t=2 ein Gewicht von
348/600, fiir die Frauen ein Gewicht von 252/600. In derselben Weise wird die
Indifferenztabelle fiir jeden Zeitpunkt berechnet: Zum Zeitpunkt t=4 beobachten
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wir beispielsweise insgesamt 9 Ereignisse, 8 bei den Ménnern, eines bei den
Frauen. Insgesamt sind aber nur noch 590 Personen im Risk-Set, weshalb in der
Indifferenztabelle das Gewicht bei den Ménnern 342/590 und bei den Frauen
248/590 betragt.

Abbildung 13: Berechnung des Log-Rank-Tests, Ndherungsformel

observed (0) expected (e) Differenz
Mann (1) Frau(2) Mann (1) Frau (2)
T Ev C.aR. T Ev C.aR. ol-el o2-e2
00 0348i00 O 252 (348/600) *0 ' (252/600)*0| O \ 0
21 0 348 . 2 0 252 | (348/600)*2 . (252/600)*2| -0.16 | 0.16
3@ 1 346 ! 3@ 0 251 (346/597) *5 ! (251/597)*5| -0.89 i 0.89
438 (?342 ' 41 0 248 (342/590) *9 ! (248/590)*9| 2.78 :—2.78
50 334 ! 53 0 247 (334/581) *3 ' (247/581)*3| -1.72 :1.72
6 5 0 334 ! 6 4 1 243 | (334/577)*9 ! (243/577)*9| -0.2 :0.2
7 7 1 328 ! 7 2 0 239 (328/567) *9 ! (239/567)*9| 1.79 :—1.79
8 5 0321;8 1 1 236 (321/557) *6 ' (236/557)*6| 1.54 :—1.54
94 2314;9 3 1 234 (314/548) *7 1 (234/548)*7| -0.01 :0.01
10 4 1 309,10 4 0 231 (309/540) *8 | (231/540)*8| -0.57 ! 0.57
Y 33.5 24.5 2.56 -2.56

Die zeitpunktspezifischen Differenzen aus beobachten und erwarteten Haufigkei-
ten sind im rechten Drittel von Abbildung 13 dargestellt. Zum Zeitpunkt t=4
beobachten wir bei den Ménnern 8 Ereignisse, erwarten aber nur 342/5909=5,22
Ereignisse. Die Differenz aus beobachteten und erwarteten Ereignissen betragt
2,78 (ndmlich 8-9+(342/590)). Weil in unserem Beispiel nur zwei Gruppen un-
tersucht werden, kommen wir bei den Frauen im Betrag auf denselben Wert
(248/5909=3,78 — 1-3,78=-2,78). Bei den Frauen treten zum Zeitpunkt 4 also
2,78 Ereignisse weniger auf, als erwartet, bei den Méannern sind es 2,78 mehr.

Bei der von Kleinbaum (1996) vorgeschlagenen Naherungsformel werden fiir
jede Gruppe die Differenzen aus erwarteten (E£;) und beobachteten (O;) Haufig-
keiten liber den gesamten Prozess hinweg aufsummiert. Die quadrierte Summe
wird durch die Summe der erwarteten Ereignisse dividiert. Die jeweils gruppen-
spezifischen Resultate werden wiederum iiber die Gruppen hinweg aufsummiert,
was im Ergebnis zu der y*-verteilten Testgrofe fiihrt.
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time 2
groups [z (01 - EI )j
Zz = 2 = time
i ZE[
t=0
»_(256)  (-2,56)
335 24,5

=0,46

In unserem Fall ist die errechnete Testgrofe mit 0,46 auch bei nur einem Frei-
heitsgrad (df=1) bei weitem nicht signifikant. Allerdings haben wir auch nur die
ersten 10 Monate eines Arbeitsmarktprozesses untersucht. Je ldnger wir einen
Prozess beobachten, desto mehr Zeitpunkte haben wir zur Verfiigung, iiber die
jeweils die Differenzen aus beobachteter und erwarteter Haufigkeit aufsummiert
werden. Damit steigt strukturell die Chance, zwischen den Gruppen signifikante
Unterschiede in der Abstromgeschwindigkeit festzustellen.

Wie bereits angedeutet, erfolgt die Berechnung nach den reguldren (d.h. nicht
approximativen) Formeln in etwas anderer Weise, wenngleich die grundlegende
Konstruktion der Formeln sehr dhnlich ist. Der folgende Ausdruck folgt der
Darstellung in dem Lehrbuch von Blossfeld et al. (1986, S. 48). Im Zahler ent-
hilt diese Formel den Gewichtungsfaktor o (,,omega®), den wir zunichst auf 1
setzen und damit vorerst ignorieren.

(Z ola, —E(a»)j
ZZ = t:()time
Z o’ var(a,)

Auch hier steht im Zihler die quadrierte Summe der Abweichungen der beo-
bachteten (¢;) von den erwarteten Ereignishdufigkeiten [ E(a;) ]. Im Unterschied
zu der Nédherungsformel von Kleinbaum steht im Nenner die Summe der Varian-
zen der beobachteten Héaufigkeiten, die iiber die Zeitpunkte hinweg gebildet
wird. Deren Berechnung ist durchaus kompliziert, wie der unten stehende Aus-
druck zeigt. Beim Test auf Abweichung von den erwarteten Haufigkeiten werden
fiir jede Gruppe i auch Information aus der Gruppe j herangezogen (Kleinbaum
1996, S. 59), ndmlich das jeweilige Risk-Set zu 7 sowie die beobachteten Vertei-
lungen der beobachteten Ereignishaufigkeiten (Kleinbaum 1996, S. 60).
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time 2
{Z (0, - E,, )}
2 _ 1=0
4 T RR,(0,+0, )R, +R,,—0, ~
Z (R, +R,)’ (R, +R,;—1)

0,))

Bei mehr als zwei Gruppen wird die Berechnung komplizierter, die Formeln
enthalten dann Varianzen und Kovarianzen (Kleinbaum 1996, S. 61), weshalb
sie kompakt nur noch in Matrixform darstellbar sind (Blossfeld und Rohwer
1995, S. 73).

Welchen Effekt hat der Gewichtungsfaktor ®? Die Unterschiede zwischen
dem Log-Rank-Test und den unterschiedlichen Versionen der Wilcoxon-Tests
entstehen durch diesen Gewichtungsfaktor, dessen unterschiedliche Berech-
nungsweisen zu der jeweiligen Variante des x*-Tests fithren.

Abbildung 14: Sensitivititsbereiche des Log-Rank- und der Wilcoxon-Tests.
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Beim Log-Rank-Test ist @, =1, d.h. es findet keine Gewichtung statt. Demge-

geniiber werden bei den Wilcoxon-Tests unterschiedliche Gewichte eingefiihrt,
die die Tests in unterschiedlichen Varianten sensitiv auf Unterschiede der Survi-
vorfunktionen zu Beginn des Prozesses reagieren lassen. Nehmen wir als erstes
Beispiel den Wilcoxon-Breslow-Test, bei dem der Gewichtungsfaktor in der
Grofle des Risk-Sets (R) besteht, und betrachten wir der Einfachheit halber nur
den Zéhler der Teststatistik: Im Zahler des Tests wird die Differenz zwischen
beobachteten und erwarteten Haufigkeiten aufsummiert. Weil das Risk-Set im
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Zeitverlauf kleiner wird, nimmt auch das Gewicht ® mit der Zeit ab. Die Diffe-
renzen zwischen beobachteten und erwarteten Héufigkeiten werden somit zu
Beginn des Prozesses, also bei noch groem Risk-Set, vergleichsweise hoch
gewichtet. Zieht man aus dem Risk-Set R die Wurzel, wie es beim Wilcoxon
(Tarone-Ware)-Test der Fall ist, werden tendenziell die grolen Werte den klei-
nen angeglichen, so dass das Gewicht in nicht ganz so starker Weise iiber die
Zeit abnimmt.

Abbildung 14 zeigt noch einmal den wesentlichen Unterschied zwischen den
Wilcoxon-Tests und dem Log-Rank-Test anhand von drei fiktiven Survivorfunk-
tionen. Mathematisch gesehen besteht der einzige Unterschied darin, dass bei
den Wilcoxon-Tests der Gewichtungsfaktor o der Differenz aus beobachteten
und erwarteten Haufigkeiten vorangestellt ist. Die Sensitivitdt der Wilcoxon-
Tests ist gegeniiber dem Log-Rank Test durch den Gewichtungsfaktor also am
Anfang des Prozesses erhoht.

w =1 Log-Rank-Test
®, =R Wilcoxon-Breslow, Gewichtung nach Risk-Set R.
®, = JR Wilcoxon (Tarone-Ware)
t —_—
, = R-E+1 Wilcoxon (Peto-Peto-Prentice)
1 R+1

Betrachten wir als Analysebeispiel die Stabilitit der ersten Arbeitsstelle (if
epi_nr41==1) im ostdeutschen Transformationsprozess, die wir als Kaplan-
Meier-Survivor-Funktion fiir die Kohorten 1985, 1990 und 1995 darstellen (Ab-
bildung 15):

use $pfad/km.dta, clear

stset duration, failure (end_job)

sts graph if epi_nr4l==1, Dby (abschljahr)

sts graph if epi_nr4l==1, Dby (abschljahr) ///

ylabel (0(0.2)1.0, glcolor(white)) yscale(range(0(0.2)1)) ///
tmax (60) tmin(0) xscale(range (0 60))

sts test abschljahr

sts test abschljahr, wilcoxon

Uber den Befehl sts test erhilt man fiir die Gruppenvariable abschljahr
den Log-Rank-Test (iiber das Abschlussjahr der Ausbildung werden die Kohor-
ten definiert), durch die Option wilcoxon den Wilcoxon-Breslow-Test.

Die Survivor-Funktion bildet zu jedem Monat den Anteil der noch Uberle-
benden ab — in diesem Fall den Anteil derjenigen, die noch im ersten Job sind.
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Dabei wird deutlich, dass die Kohorte 1985 den mit Abstand langsamsten
Abstrom aus dem ersten Job hatte. Dargestellt sind hier die ersten 60 Monate seit
Jobbeginn, die die Kohorte 1985 nahezu vollstindig im Regime der ehemaligen
DDR erlebte.

Dagegen war der Abstrom aus dem ersten Job bei der Kohorte 1990 am
schnellsten, weil diese Kohorte den Berufseinstieg wéahrend der turbulenten Um-
bruchphase im ostdeutschen Transformationsprozess begann. Relativ dhnlich zur
Kohorte 1990 verlduft der Abstromprozess aus dem ersten Job bei der Kohorte
1995, allerdings im mittleren Bereich von 10 bis ungefihr 40 Monaten Prozess-
zeit ist der Abstrom deutlich langsamer als bei der Kohorte 1990.

Der Vorteil der Survivor-Funktion ist deren Anschaulichkeit, da die zentrale
Vergleichsgrofe fiir die Prozesse letztlich zeitpunktspezifische Anteile sind,
wobei die Signifikanztests — Log-Rank oder Wilcoxon — die Information iiber
die Signifikanz der Gruppenunterschiede liefern.

Abbildung 15: Stabilitét der ersten Arbeitsstelle im ostdeutschen
Transformationsprozess nach Abschlusskohorte, Kaplan-Meier-
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Sowohl der Log-Rank-Test (x’= 26,50; p< 0,000) als auch der Wilcoxon-
Breslow-Test (x*= 42,97; p< 0,000) weisen auf hochst signifikante Gruppenun-
terschiede hin. Letzterer schldgt erwartungsgeméal deutlich sensitiver an, weil die
groferen Unterschiede eher im frithen bis mittleren Bereich liegen, wéhrend wir
am Ende des Prozesses tendenziell ein Zusammenlaufen der Funktionen be-

obachten.



6 Ereignisanalyse II: Regressionsmodelle

Die Verfahren der Sterbetafelanalyse und der Kaplan-Meier-Schitzer sind ent-
weder deskriptive Verfahren oder sie erlauben Signifikanztests fiir Gruppenun-
terschiede. Im Prinzip lieBen sich auf der Basis mehrerer kategorialer Variablen
viele Untergruppen bilden und Log-Rank- oder Wilcoxon-Tests durchfiihren.
Man konnte z.B. die beruflichen Aufstiegsprozesse von statushohen und status-
niedrigen Frauen und Ménnern auf der Basis von vier Gruppen untersuchen und
hitte damit eine ,,multivariate Untersuchungsfrage. Allerdings sind beide Tests
so genannte ,,Omnibus-Tests“, bei denen — wie auch in der Varianzanalyse — nur
danach gefragt wird, ob sich die Survivorfunktionen von mindestens zwei Grup-
pen signifikant unterscheiden. Wiirde man paarweise jede Subgruppe gegen jede
andere auf signifikante Unterschiede testen, miisste man bei k£ Subgruppen ke(k-
1)/2 Tests durchfiihren. Dabei entsteht das Problem des multiplen Testens, bei
dem man die Signifikanzniveaus korrigieren muss, um die sich bei wiederholtem
Testen kumulierenden Fehlerwahrscheinlichkeiten zu kompensieren (Bortz 1989,
S. 322). Wollen wir den Einfluss mehrerer unabhingiger Variablen auf die
Ubergangsrate simultan schitzen, verwenden wir dafiir besser ein Regressions-
modell. Es gibt eine Reihe von Regressionsverfahren, die speziell flir die Ereig-
nisanalyse entwickelt wurden und die in diesem Kapitel besprochen werden. Sie
stammen aus der Familie der generalisierten linearen Modelle. Zunichst soll aber
im folgenden Abschnitt an die bereits erworbenen Kenntnisse der bindren logis-
tischen Regression angekniipft werden. Eine Anwendung der binédren logisti-
schen Regression auf ein spezielles Datenformat, nimlich Personen x Zeiteinhei-
ten, fiihrt zu einem Modell der Ereignisanalyse fiir diskrete Zeit.

6.1 Biniire logistische Regression als diskretes Ratenmodell

Die bisherige Darstellung der bindren logistischen Logit- oder Probit-Regression
basierte auf Querschnittsdaten. Auf Basis dieser Daten werden die Modelle ver-
wendet, um die Wahrscheinlichkeit des Vorliegens eines jeweiligen Zustands
vorherzusagen. Logit- oder Probit-Modelle lassen sich aber relativ einfach auf
die Analyse von Ereignissen im Zeitverlauf generalisieren. Man kann, mit ande-
ren Worten, unsere bisherigen Kenntnisse iiber die Logit- oder Probit-Regression

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 6, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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auf Modelle der zeitdiskreten Ereignisanalyse verallgemeinern (Yamaguchi
1991; Singer und Willett 2003).

Zeitdiskret bedeutet hier, dass bei der Modellschdtzung nicht eine kontinuier-
lich verlaufende Zeit angenommen wird, sondern nur Zeitintervalle beobachtet
werden. Diese Zeitintervalle kdnnen beispielsweise Kalenderjahre sein. So wer-
den in vielen groBen Haushaltsbefragungen jéhrlich Paneldaten erhoben. In die-
sen Féllen hat man (abgesehen von einigen spezifischen retrospektiv erhobenen
monatsgenauen Angaben) nur jahresweise Informationen iiber die Personen und
Haushalte. Tabelle 5 stellt die Datenstruktur der diskreten Ereignisanalyse dar.

Tabelle 5: Datenstruktur der diskreten Ereignisanalyse

Person t y female  Jahr Y%alo
34 0 0 1 1970 13.1
34 1 0 1 1971 12.4
34 2 0 1 1972 153
597 0 0 0 1986 2.7
597 1 0 0 1987 2.7
597 2 1 0 1988 3.2
620 0 0 1 1979 41.9
620 1 0 1 1980 43.2

Zu sehen sind drei Personen, fiir die jeweils entweder drei oder zwei Jahre beo-
bachtet wurden. Die zweite, mit ¢ iberschriebene Spalte misst die seit der ersten
Beobachtung vergangene Zeit in Jahren. Der Indikator y zeigt an, ob ein Ereignis
eingetreten ist oder nicht. Bei den Personen 34 und 620 ist jeweils kein Ereignis
eingetreten, wihrend bei der Person 597 im dritten Jahr ein Ereignis eingetreten
ist. Die Variable female zeigt an, ob es sich um eine minnliche oder weibliche
Person handelt. In der letzten Spalte sehen wir die Arbeitslosenquote in der je-
weiligen Region der Person, die sich iiber die Jahre verdndert.

Tabelle 5 zeigt das Datenformat der diskreten Ereignisanalyse. Der Prozess,
den eine Person durchlebt, erscheint in Form mehrerer Zeilen im Datensatz. Je
langer ein Prozess andauert, je mehr Jahre eine Person also dem Risiko eines
Ereignisses ausgesetzt ist, desto mehr Zeilen produziert diese Person. Untersucht
werden in der diskreten Ereignisanalyse folglich nicht Personen, sondern Perso-
nenjahre, die zusammen innerhalb einer Person Episoden bilden. Naheliegend ist
die Vermutung, dass viele Zeilen Einfluss auf die Modellschdtzung haben, weil
eine erhohte Fallzahl zu einer effizienteren Schétzung fiihrt und die Standardfeh-
ler dadurch abnehmen. Dies ist aber in der Ereignisanalyse nicht der Fall. Wir
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kommen auf dieses Problem zuriick, wenn wir das Episodensplitting ausfiihrli-
cher behandeln.

Nehmen wir an, bei dem Ereignis y handelt es sich um das Verlassen der ers-
ten Arbeitsstelle. Wahrend unseres Beobachtungsfensters hat offenbar nur eine
von insgesamt drei Personen ihre Arbeitsstelle verlassen. Wiirde man das als
Wahrscheinlichkeit ausdriicken, ldge es nahe zu sagen, die Wahrscheinlichkeit
des Verlassens der Arbeitsstelle wiirde 1/3 betragen. Allerdings beriicksichtigt
diese Sichtweise nicht die Zeitstruktur, die in den Daten steckt. In der diskreten
Ereignisanalyse werden nicht Personen als Untersuchungseinheiten betrachtet,
sondern Personenczeiteinheiten — das sind in diesem Fall so genannte Personen-
jahre. Aus der Perspektive der Personenjahre kann jede Person zu jedem Zeit-
punkt ein Ereignis erleben. Bezogen auf die Personenzeiteinheiten betrigt die
Wahrscheinlichkeit nicht ein Drittel 1/3, sondern 1/8, weil nur in einem von acht
Personenjahren ein Ereignis eingetreten ist. In der Perspektive der Personenjahre
benutzt man aber nicht mehr den Begriff der Wahrscheinlichkeit, sondern den
der diskreten Hazardrate (synonym: diskrete Ubergangsrate).

Man kann diesen Sachverhalt auch folgendermafen ausdriicken: Wir betrach-
ten nicht mehr Ereignisse pro Person, wie wir das im Falle der Querschnittsdaten
getan haben, sondern wir betrachten die Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheiten.
Weil es sich aber um eine diskrete Zeitmessung handelt, 1dsst sich die Hazardrate
als bedingte Wahrscheinlichkeit ausdriicken. Es handelt sich um die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢ im spezifischen Zeitintervall j einge-
treten ist unter der Bedingung, dass der Ereigniszeitpunkt ¢ grofer oder gleich
dem Intervall j ist, sowie unter der Bedingung der Auspridgung der jeweiligen
Kovariaten.

Die Eigenschaft der bedingten Wahrscheinlichkeit ermoglicht es uns, unsere
bereits bekannten Verfahren der Logit- und Probit-Regression zur Vorhersage
von Hazardraten fiir diskrete Zeit anzuwenden. Weil angenommen wird, dass die
bedingte Wahrscheinlichkeit auch von der (diskreten) Prozesszeit abhéngig ist,
also von der bereits wahrend des Prozesses vergangenen Zeit, sollte die Prozess-
zeit entsprechend in der Modellschidtzung beriicksichtigt werden. Hier bietet sich
an, die diskrete Prozesszeit wiederum in Zeitintervalle zu zerlegen (Yamaguchi
1991; Singer und Willett 2003). In Form von Zeitintervallen kann die Prozesszeit
einfach als Kovariate in das Modell aufgenommen werden.

h{ Pr(Y =1| t,x)J ~
Pr(Y =0|1,x)

logit h(¢;) = [at, + o1, +..+ at 1+ B, (female), + B,(%alo), + B'x

i
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Das diskrete Modell der Ereignisanalyse als Logit-Modell ldsst sich beschreiben
durch die obige Gleichung, bei der die logarithmierte Hazardrate auf der linken
Seite sowohl durch zeitkonstante Kovariaten wie dem Geschlecht (= female) als
auch durch zeitverdnderliche Kovariaten wie der jahrlichen regionalen Arbeitslo-
senquote (%alo) sowie durch weitere erkldrende Variablen vorhergesagt werden
kann. Wie auch bei der bindren logistischen Regression fiir Querschnittsdaten
gilt hier, dass die geschitzte Hazardrate iiber die Logit-Linkfunktion in eine
Linearkombination aus Werten der erklirenden Variablen und den Regressions-
gewichten iiberfiihrt wird. Auch hier dient also die logistische Linkfunktion
dazu, eine Linearkombination zu erhalten. Das eigentlich interessierende Kon-
strukt, ndmlich die Hazardrate, erhalten wir, wenn wir das Ergebnis des Logit-
modells in die bedingte, auf die ,,Zeitstiickchen* bezogene Wahrscheinlichkeit
zurilickrechnen.

Das Verfahren der bindren logistischen Regression kann also angewandt
werden, um ein Regressionsmodell der zeitdiskreten Ereignisanalyse zu schit-
zen. Die Hazardrate (%) ldsst sich als bedingte Wahrscheinlichkeit formulieren:
als Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢ eintritt unter der Be-
dingung, dass der Ereigniszeitpunkt grofer oder gleich dem jeweiligen Beobach-
tungszeitpunkt ist, sowie unter der Bedingung der entsprechenden Kovariaten
und deren Regressionsgewichten. Der untere Ausdruck wird von Singer und
Willet (2003) auch als Logit-Hazard bezeichnet (logit h(t)). Die bedingte Wahr-
scheinlichkeit bezogen auf Personenjahre hingegen wird als Raw-Hazard h(t)
bezeichnet. Der Raw-Hazard wird wie in der logistischen Regression der Vor-
hersage der Wahrscheinlichkeit durch folgenden Ausdruck berechnet:

h(t;)=Pu(T, = j|T, > j,x'B)

h(t,) !

" L+ oxp(—([at, +at, +..+ a1, ]+ B,(female), + B, (%alo), +B'x))

logit h(z;) =[at, + a,t, +..+a ;t 1+ B (female), + B,(%alo), + B'x

In der Ereignisanalyse lisst sich die Zeitabhdngigkeit der Ubergangsrate unter
anderem durch eine Treppenfunktion approximieren. Zeitabhiangigkeit bedeutet,
dass die Rate nicht nur aufgrund von B’x variiert, sondern auch dadurch, dass die
Zeit voranschreitet. Der Effekt der Zeit geht durch die Dummy-Variablen ti, t,
bis t; und den zugehorigen Koeffizienten a,; in das Modell ein. In den 1960er
Jahren formulierte McGinnis (1968) das cumulative inertia axiom und beschrieb
damit einen typischen Fall der Zeitabhidngigkeit: Ein Zustand wird umso stabiler,
je langer er andauert. Je lianger arbeitslose Personen im Zustand der Arbeitslo-
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sigkeit verweilen, desto geringer wird die Chance auf eine Wiederbeschiftigung.
Je langer Personen an einem Ort wohnen, desto geringer wird ihre Umzugsrate.
In diesen beiden Beispielen liegt eine negative Zeitabhéngigkeit der Rate vor,
d.h. die Rate wird mit zunehmender Zeit kleiner. Negative Zeitabhdngigkeiten
treten in der angewandten Forschung sehr hdufig auf, aber es sind auch andere
Formen der Zeitabhidngigkeit moglich, z.B. im Zeitverlauf steigende oder glo-
ckenformige Raten (erst steigt die Rate an, anschliefend geht sie im Zeitverlauf
zuriick). Weiter unten in diesem Kapitel wird uns das Problem der Zeitabhiangig-
keit ausfiihrlicher beschéftigen. An dieser Stelle reicht es hin zu wissen, dass
auch das Regressionsmodell der zeitdiskreten Ereignisanalyse diese Zeitabhin-
gigkeit beriicksichtigen kann.

Auffillig ist, dass im Gegensatz zur bindren logistischen Regression, wie wir
sie in Kapitel 3 kennengelernt haben, in der obigen Formel die rechte Seite des
Gleichheitszeichens mit den Produkten oyt; + a,t; +...+ ojt; beginnt. Die Regres-
sionskonstante wird unterdriickt (dies geschieht in Stata durch die Option
noconst) und stattdessen werden so viele Dummy-Variablen in das Modell
eingefiihrt, wie das Modell Zeitperioden umfasst. Dabei konnen die Zeitperioden
auch in Intervalle zusammengefasst werden. Abbildung 16 verdeutlicht das Vor-
gehen. Hier sehen wir, dass im Intervall t; der Effekt o,; hoch ist, zu t, abnimmt,
zu t; noch geringer wird und zu t, abermals zuriickgeht. Wir haben es in diesem
Fall also mit einer im Zeitverlauf abnehmenden Hazardrate zu tun.

Die Modellierung der Zeitabhéngigkeit als Treppenfunktion durch Schétzung
der Effekte der Zeitintervalle auf die Ubergangsrate zeigt auch, dass die Form
der Hazardrate iiber die Zeit nicht zwischen Subpopulationen variieren kann. Wir
haben es mit einem sogenannten Proportional-Hazards-Modell zu tun. Dies
bedeutet, dass die Ubergangsrate der Frauen einfach nur eine proportionale Ver-
schiebung der Ubergangsrate der Méanner nach oben darstellt. In der Weise, wie
wir das Modell oben spezifiziert haben, erlaubt das diskrete Ratenmodell also
nicht, dass die Form der Hazardrate iiber die Zeit zwischen den beiden Subpopu-
lationen der Frauen und der Ménner variiert. Dieser Hinweis ist wichtig, weil die
Proportionalitdt der Hazardraten zwischen den beiden Subpopulationen eine
Annahme des Modells darstellt.

Der groBe Vorteil der Kontrolle der Zeitabhdngigkeit durch Dummy-
Variablen besteht darin, dass durch die Treppenfunktion im Prinzip jede Form
der Zeitabhéngigkeit approximiert werden kann. In dem in Abbildung 16 darge-
stellten Befund haben Frauen insgesamt eine hohere Rate des Verlassens der
Arbeitsstelle als Manner. Die Rate der Frauen liegt immer um einen konstanten
Faktor {iber der der Ménner, gleich welches Zeitintervall wir betrachten.
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Abbildung 16: Treppenfunktion der Zeitabhdngigkeit im diskreten Ratenmodell

h(t)
Frauen

at, at, at, at, t

Dies muss aber nicht zwangslaufig so sein. Es wére denkbar, dass insbesondere
zu Beginn von Erwerbsepisoden Frauen eine hohere Fluktuation aufweisen,
gegen Ende sich die Frauen den Minnern jedoch angleichen. In diesem Fall
hitten wir eine Nicht-Proportionalitdt der Hazardraten. Auch eine Nicht-
Proportionalitdt 1dsst sich im Prinzip durch ein diskretes Ratenmodell abbilden,
indem Interaktionseffekte der Kovariaten mit den jeweiligen Zeitintervallen in
das Modell einbezogen werden. Dadurch kann allerdings die Zahl der zu schét-
zenden Koeffizienten relativ hoch und das Modell damit sehr komplex werden.
Die Modelle in Tabelle 6 wurden mit der folgenden Syntax geschétzt:

use $pfad/discrete.dta, clear

logit des tl t2 t3 alter frau studium cohol coho2, ///
noconst or

probit des tl t2 t3 alter frau studium cohol coho2, ///
noconst

use $pfad/pcel.dta, clear

stset ende, id(record) failure (des)
stpiece alter frau studium cohol coho2, tp(0(12)24)
/* stpiece ado installieren*/
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Tabelle 6: Ubergang in die erste Weiterbildung im ostdeutschen
Transformationsprozess, diskretes logistisches Ratenmodell und
PCE-Modell im Vergleich, Hazard Ratios

logit PCE
t0-12 0.000037"  0.00003"
t 12-24 0.00005"*  0.00005"
t 24+ 0.00002°**  0.00002""
alter 1.16172  1.16090""
frau 229276 2.28977""
studium 0.20552""  0.20659"""
Kohorte 85 1.43271 1.43178
Kohorte 90 2.13997" 2.13606"
N 88695 5117

Exponentiated coefficients
“p<.1,"p<.05" p<.01," p<.001

In der obigen Tabelle vergleichen wir die Modellschitzungen fiir den Ubergang
in die erste Weiterbildung im ostdeutschen Transformationsprozess des diskreten
Hazard-Modells mit dem sogenannten Piecewise-Constant-Exponential-Modell
(PCE) fiir stetige Zeit. Das PCE-Modell fiir stetige Zeit stellt ein in der For-
schungspraxis der Ereignisanalyse sehr hiufig angewandtes Modell dar. Wir
sehen uns dieses Modell weiter unten genauer an; die Details spielen an dieser
Stelle noch keine Rolle. In beiden Féllen basiert die Zeitmessung auf den mo-
natsgenauen Angaben, aber im PCE-Modell wird die Zeit als stetig definiert; im
diskreten Hazard-Modell wird der Datensatz in Personenmonate umgebaut, d.h.
eine Zeile représentiert einen einzelnen Monat, den eine Person dem Risiko eines
Ereignisses ausgesetzt war. Abgesehen davon, dass wir nun Personenmonate und
nicht Personenjahre untersuchen, entspricht die Form des Datensatzes der Tabel-
le 5.

Es zeigt sich in Tabelle 6, dass die Effekte der Zeitperioden 1, 2 und 3 bis auf
die fiinfte Nachkommastelle identisch sind, wenn wir ein diskretes Logit-
Hazard-Modell und ein Piecewise-Constant-Exponential-Modell schitzen. Die
Effekte von Alter, Studium und den beiden Kohorten weisen erst ab der dritten
Nachkommastelle leichte Abweichungen auf, wihrend der Effekt von ,Frau*
sich bereits bei der zweiten Nachkommastelle leicht dndert. Insgesamt aber sind
die Modellschédtzungen erstaunlich identisch, obwohl das diskrete Ratenmodell
auf insgesamt 88695 Beobachtungen bzw. Zeilen im Datensatz basiert, wahrend
in die Schitzung des Piecewise-Constant-Exponential-Modells nur 5117 Zeilen
eingehen. In Tabelle 6 ist die Signifikanz der Koeffizientenschdtzung nur durch
die Sternchen angegeben. Vergleicht man jedoch die t-Werte (hier nicht ange-
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zeigt, gibt stata aber direkt in der Tabelle aus), wird ebenfalls deutlich, dass
diese zwischen den Modellen nahezu identisch sind. Daraus folgt also, dass die
Zerlegung einer Episode in mehrere Teilepisoden (das heilt hier Personenmona-
te) an sich zunichst keinen Effekt auf die Modellschitzung hat.

Ubrigens: Das zeitdiskrete Modell der Ereignisanalyse, welches wir auf Basis
monatsgenauer Zeitangaben mit der bindren logistischen Regression geschitzt
haben, lésst sich auch als Probit-Regression (probit) abbilden. Auf den ersten
Blick scheinen dabei die Koeffizienten — in diesem Fall die Log-Hazard Ratios —
deutlicher voneinander abzuweichen. Dabei ist aber zu bedenken, dass der Pro-
bitkoeffizient mit 1,8 zu multiplizieren ist, um anndhernd den Logitkoeffizienten
hervorzubringen (nicht den Odds Ratio).

6.2 Grundlegende Konzepte der Ereignisanalyse fiir stetige Zeit

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die ersten beiden fiir die Ereignisana-
lyse grundlegenden Konzepte kennengelernt, nimlich die Ubergangsrate und die
Survivorfunktion. Fiir das Verstindnis der zahlreichen Varianten ereignisanalyti-
scher Regressionsmodelle ist es hilfreich, die mathematischen Grundlagen zu
verstehen. Eine angenehme Eigenschaft dieser Konzepte besteht darin, dass sie
alle algebraisch ineinander iiberflihrbar sind. Sobald man eine dieser Funktionen,
die wir gleich besprechen werden, kennt, kann man jede andere Funktion daraus
ableiten. Wir lehnen uns zur Illustration an eine Darstellung aus dem Lehrbuch
von Diekmann und Mitter (1984, S. 41) an, {libertragen dies aber auf eine intuitiv
nachvollziehbare soziale Alltagssituation an Universitéten.

Stellen wir uns ein Gebdude mit zwei nebeneinander liegenden Raumen vor,
die durch einen Zwischenraum miteinander verbunden sind. Raum 1 ist eine
Cafeteria, Raum 2 ein Seminarraum. Uns interessieren die Wechsel von Studie-
renden zwischen beiden Riaumen, also die ,,Ubergiinge* vom Ausgangszustand
»Cafeteria® in den Zielzustand ,,Seminarraum®, und zwar nur jener Studierender,
die zu spit in die Lehrveranstaltung kommen. Diese werden im Folgenden als
»Nachziigler bezeichnet. Alle anderen, namlich die Piinktlichen, werden igno-
riert und sind nicht Teil unserer Analysegesamtheit. Obwohl im Seminarraum
die Lehrveranstaltung bereits begonnen hat, sind die in der Cafeteria befindli-
chen Personen nur méfig geneigt, in den Seminarraum zu wechseln.

Wie in Abbildung 17 gezeigt, miissen die Nachziigler einen Zwischenraum,
den Flur, durchqueren. Nehmen wir weiter an, die Abbildung zeigt eine Mo-
mentaufnahme des Prozesses, wie wir ihn 5 Minuten nach Beginn der Lehrver-
anstaltung vorfinden. Die vergangene Prozesszeit ¢ hat somit den Wert 5 Minu-
ten. Zu diesem Zeitpunkt befinden sich in der Cafeteria noch 10 Nachziigler. Sie
haben bisher noch kein Ereignis erlebt und sind daher noch dem Risiko ausge-
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setzt, von der Cafeteria in den Seminarraum zu wechseln. Vier der Nachziigler
haben es immerhin geschafft, 5 Minuten nach Beginn der Lehrveranstaltung
schon im Seminarraum zu sein. Zwei Nachziigler befinden sich gerade auf dem
Flur und sind ,,momentan dabei®, in den Seminarraum zu wechseln. Die 10 sich
noch in der Cafeteria befindlichen Nachziigler bilden zusammen mit den beiden
Nachziiglern auf dem Flur die Risikomenge zum Zeitpunkt t=5 Minuten. Dem-
nach sind 12 von insgesamt 16 zu spit kommenden Studierenden nach 5 Minu-
ten noch dem Risiko ausgesetzt, in den Seminarraum zu wechseln. Die Survivor-
funktion G(t) beschreibt die Entwicklung der relativen Haufigkeit der ,,Uberle-
benden®, also der Nachziigler, die noch kein Ereignis erlebt haben, {iber die Zeit
und betrdgt nach 5 Minuten G(5)=12/16=0,75=75%.

Abbildung 17: Uberginge von Nachziiglern zwischen Cafeteria und
Seminarraum

Cafeteria Flur Seminarraum

Fiir die empirische Analyse des Ubergangsprozesses der Nachziigler kann die
Perspektive aber auch auf jene gerichtet werden, die bereits ein Ereignis des
Ubergangs in den Seminarraum erlebt haben. Auch die Verinderung der Menge
der sich bereits im Seminarraum befindlichen Nachziigler lésst sich als eine von
der Zeit abhingige Funktion darstellen, die als die kumulative Verteilungsfunkti-
on der Ereignisse iiber die Zeit, F(z), bezeichnet wird. Nach 5 Minuten haben 4
von 16 Nachziiglern bereits das Ereignis des Raumwechsels erlebt, das sind
25%. Offenkundig ist die kumulative Verteilungsfunktion der Ereignisse kom-
plementir zur Survivorfunktion, es gilt immer F(2)=1-G(?), also 0,25=1-0,75.
Waihrend die Survivorfunktion im Zeitverlauf stetig zurtickgeht, steigt F'(z) stetig
an — es sein denn, es triten keine Ereignisse mehr auf und beide Funktionen
blieben konstant. Nun wurden diese beiden unmittelbar miteinander verbundenen
Funktionen bisher nur zu einem Zeitpunkt betrachtet, ndmlich zu t=5min. Ma-
thematische Funktionen sind aber dazu da, Verdnderungen von Werten einer
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Variablen in Abhéngigkeit von Verdnderungen der Werte einer anderen Variab-
len darzustellen. Diese andere Variable ist hier die Zeit.

Darum sind in Abbildung 18 fiir eine spezielle Verteilungsfunktion der Er-
eignisse, ndmlich fiir das uns nachher noch ndher interessierende Exponential-
modell, die Veranderungen iiber die Zeit ¢ dargestellt. Man sieht, dass G(z) un-
mittelbar zu Beginn der Beobachtung, bei =0, einen Wert von 1 bzw. 100%
aufweist. Die gesamte Population (hier definiert als die ,,Nachziigler) ist also
noch dem Risiko des Ubergangs ausgesetzt. Komplementir dazu hat F(?) bei t=0
einen Wert von 0. Uberdies sind in der Abbildung 18 noch zwei weitere, nicht
minder wichtige Funktionen dargestellt, ndmlich f{#) und »(?). Auch diese Funk-
tionen lassen sich durch das Nachziiglerbeispiel in Abbildung 17 veranschauli-
chen. Die im Zeitverlauf stetig ansteigende Funktion F'(?) reprédsentiert die Men-
ge derjenigen, die zu jedem Zeitpunkt bereits in den Zielzustand iibergegangen
sind. Wenn wir fiir diese Funktion die erste Ableitung berechnen, erhalten wir im
Fall einer stetigen Messung der Zeit deren Steigung zum jeweiligen Zeitpunkt.
Diese Steigung von F'(z) bezeichnen wir als F’(¢) bzw. f{?). Sie bezieht die Menge
jener Nachziigler, die zu einem Zeitpunkt gerade einen Wechsel erleben, auf die
Gesamtpopulation. In unserem Raumbeispiel in Abbildung 17 befinden sich im
Augenblick von =5 zwei Nachziigler auf dem Flur und gehen in den Zielzustand
»Seminarraum® iiber. 4/16 (=25%) haben bereits das Ereignis erlebt. Wenn zu
t=5min zwei weitere Personen hinzukommen, wéchst F(z) auf 6/16 an. Die Ver-
dnderung von F(t) zum Zeitpunkt t=Smin ist definiert als F‘(2)=f(?), sie betragt
also 2/16. Daher gilt f(5)=2/16=0,125 als MaB fiir die momentane Intensitdt des
Wechselns. Allerdings haben wir auch in diesem Fall faktisch eine diskrete
Zeitmessung, weil wir nur ganze Minuten beobachten konnen. Betrachten anstel-
le des Zeitpunktes ein Zeitintervall von t=3min bis t’=5min (At=2min), wiirden
wir f(?) als die Verdnderungen von F(z) im Zeitintervall At=2min berechnen iiber
die Division durch die Lange des Zeitintervalls At, also ( 2/16 ) / 2=0,0625.

F(t+A)—F(t) 6/16—4/16

f= As

=0,0625

Abbildung 18 stellt die zentralen Funktionen graphisch am Beispiel eines Expo-
nentialmodells dar. Wie zu sehen ist, nimmt die absolute Zahl der zu einem Zeit-
punkt ein Ereignis erlebenden Nachziigler f{#) im Zeitverlauf ab. Dies muss aber
nicht zwangsldufig der Fall sein, sondern resultiert aus dem hier als Beispiel
gewihlten spezifischen Verteilungsmodell der Ereignisse des Exponentialmo-
dells. Dieses Modell weist eine iiber die Zeit konstante Ubergangsrate r(z) auf,
was in realen empirischen Prozessen eher selten der Fall ist.
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Abbildung 18: Funktionen der Ereignisanalyse, Exponentialmodell
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Im vorangegangenen Abschnitt haben wir am Beispiel der Sterbetafel das Kon-
zept der Ubergangsrate bereits eingefiihrt. Sie stellt die Intensitit momentaner
Ubergiinge in der Population, also f{2), relativ zur Menge der zu  noch dem Risi-
ko ausgesetzten Nachziigler G(#) dar, die sich also noch nicht im Seminarraum
befinden. Die Ubergangsrate ist, mit anderen Worten, der Anteil der zu einem
Zeitpunkt ein Ereignis Erlebenden f(?) an der momentanen Risikopopulation G(1),
also an jener Menge, die bis zum dem Zeitpunkt ¢ noch kein Ereignis erlebt hat.
Im Beispiel der Nachziigler sind zu t=5 noch 12 Personen im Risk-Set (at risk),
die Ubergangsrate betrigt 1(5)=2/12=0,167. Wir koénnen f(5) auch errechnen aus
r(t) *G(1), also r(5)*G(5)=0,167+0,75=0,125.

Anhand dieser Formulierung wird deutlich, dass die Ubergangsrate nicht mit
einer einfachen Wahrscheinlichkeit gleichzusetzen ist. Mit dem Konzept der
Wahrscheinlichkeit wiirde man beschreiben, wie hoch der Anteil der Nachziigler
bezogen auf die Gesamtpopulation ist, der sich nach 5min bereits im Seminar-
raum befindet, nimlich P(Y=1|t=5min)=4/16=0,25. Zu diesem Ergebnis kom-
men wir auch, wenn in Abbildung 17 die Funktion F(#) betrachten, in der 4 von
16 Personen bereits ein Ereignis erlebt haben. Berechnen wir jedoch die Uber-
gangsrate, steht im Nenner nicht die Gesamtpopulation, sondern die zeitveran-
derliche Risikopopulation, also jene Menge, die zum Zeitpunkt #(5) noch dem
Risiko eines Ereignisses ausgesetzt ist. Nachziigler, die zwar zu spit in das Se-
minar kommen, es aber immerhin vor dem Zeitpunkt #(5) geschafft haben, sich
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im Seminarraum einzufinden, sind zu =5 diesem Risiko nicht mehr ausgesetzt.
Wir werden gleich eine Darstellung der Ubergangrate kennen lernen, die diese
Bedingung, bis #(5) tiberlebt zu haben, formal zum Ausdruck bringt.

Zusammenfassend haben wir damit die zentralen Konzepte der Ereignisana-
lyse beschrieben: Die Survivorfunktion G(z) stellt den Anteil jener dar, die zum
Zeitpunkt ¢ noch kein Ereignis erlebt haben und verhilt sich komplementér zur
Menge jener, die bereits ein Ereignis hatten, also zu F(z). Beide Funktionen kann
man auch als zeitpunktspezifische Uberlebens- oder Ercigniswahrscheinlichkei-
ten bezogen auf die Gesamitpopulation betrachten. G(z) ist die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Beobachtung ihr Ereignis zum Zeitpunkt 7 erlebt und dieser Zeit-
punkt 7 erst nach dem Beobachtungszeitpunkt # eintritt.

G(t)=1-F(t)=P(T >1)

Dagegen beschreibt F(¢) die Wahrscheinlichkeit eines bereits vor oder zu einem
Beobachtungszeitpunkt ¢ eintretenden Ereignisses, da der Ereigniszeitpunkt T
kleiner als ¢ oder gleich ist.

F(t)=1-G(t)= P(T <t)

Bildet man die erste Ableitung der Funktion F(z), erhélt man deren Steigung und
damit die Menge derer, die momentan einen Ubergang erleben.

F'(@t)=f(@)

In der Literatur wird f{#) auch als Dichteverteilung der Ereignis- bzw. Uberle-
benszeiten bezeichnet (Dunteman und Ho 2006, S. 54). Graphisch dargestellt
gibt sie den Anteil der augenblicklich vom Ausgangs- in den Zielzustand iiber-
gehen Beobachtungen an der Gesamtpopulation an.

SchlieBlich berechnet sich die Ubergangsrate r(z) aus dem Verhiltnis der
momentan Ubergehenden zur Risikopopulation. Letztere schlieft daher die mo-
mentan Ubergehenden ein. Die Ubergangsrate beschreibt, mit anderen Worten,
den Anteil aus der Risikomenge, die zu ¢ einen Ubergang erleben.

vy L©

G(1)
Allerdings wurde oben behauptet, dass die Kenntnis nur einer Funktion hinrei-
chend wire, um jede andere zu berechnen. Offensichtlich wird die Ubergangsrate
r(t) jedoch aus dem Verhiltnis zweier Funktionen, namlich f{?) und G(t) berech-
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net. Wie wir gleich sehen werden, reicht tatsdchlich nur eine Funktion aus, um
alle anderen daraus herzuleiten. Fiir jede Form der Ratenfunktion, also fiir zeit-
konstante oder in welcher Weise auch immer zeitverinderliche Ubergangsraten,
gilt, dass die erste Ableitung der Survivorfunktion gleich dem negativen Wert
der Ubergangsrate ist. Daraus lassen sich tatsichlich alle Funktionen herleiten.

dlogG@®) __,
dt

Logarithmiert man die Survivorfunktion und bildet daraus die erste Ableitung,
entspricht das Resultat der Ratenfunktion mit negativem Vorzeichen. Gehen wir
diese Herleitung schrittweise durch. Zunéchst ist wichtig, dass im ersten Schritt
eine ,,Verkettung* von Funktionen vorliegt, die bei der Differenzierung (also der
ersten Ableitung) beriicksichtigt werden muss. Zur Anwendung kommt die so
genannten Kettenregel der Differenzialrechnung, der zufolge die Ableitung
zweier verketteter (oder ,,ineinander geschachtelter”) Funktionen das Produkt aus
der Ableitung der dufleren Funktion und der Ableitung der inneren Funktion
darstellt.

J) = u(v(x))
S0 =u'(v(x)) V' (x)

Die erste Ableitung der dufleren Funktion entspricht f(x)=log(x) => f"(x)=1/x.

dlog(G(t) _ 1 dG@)
dt GG dt

Die innere Funktion G(?) kann nicht weiter abgeleitet werden und der Diffe-
renzenquotient bleibt zunichst als noch abzuleitender Produktterm stehen. Aller-
dings wissen wir aus der obigen Darstellung, dass G(¢)=1 — F(t) ist und —f{?) die
erste Ableitung von /—F(?) darstellt. Allgemein gilt die Ableitungsregel f{x)=1—x
=> f’(x)= —x, weil die 1 als Konstante wegfallt, wenn uns nur die Steigung einer
Funktion interessiert. Ubrig bleibt daher —f{(t)/G(t), was zu —r(z) wird.

1 di-F@) _ 1
G(t) d G

*(=f (1) =-r()

Der gesamte Herleitungsschritt sieht zusammengefasst folgendermafBen aus
(Blossfeld und Rohwer 1995, S. 32):
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dlog(G() __1  dG@) _ 1  dU-F@) __f@) __
d Gty dr G@) d  G()

Wenn wir behaupten, dass die Kenntnis einer der grundlegenden Funktionen
ausreicht, um alle anderen Funktionen daraus abzuleiten, miissen wir aber noch
einen weiteren Schritt leisten. Denn uns interessiert eigentlich nicht die erste
Ableitung von G() an der Zeitstelle ¢, sondern die gesamte urspriingliche Survi-
vorfunktion. Wollen wir diese berechnen, miissen wir iiber —r(z) integrieren und
den Logarithmus durch Anwendung des Antilogarithmus exp(x) autheben. In
einem Modell mit zeitabhéngiger Rate (in welcher Form auch immer) fiihrt dies
zu dem Ausdruck

G(t)= exp[— j. r(r)dz’}

Die Survivorfunktion ergibt sich daraus, dass wir das Integral iiber die mit nega-
tivem Vorzeichen versehene Ratenfunktion bilden, welches zugleich die Umkeh-
rung der ersten Ableitung von G(#) darstellt. Das Integral bedeutet im Prinzip,
dass wir alle Werte von —r(z) liber die Zeit schrittweise von Null bis ¢ aufsum-
mieren bzw. die Fldche unter der Funktion von null bis ¢ aufkumulieren. Bei
zeitverdnderlichen Ubergangsraten miissen wir in dieser Weise verfahren, weil
die Rate zu jedem Zeitpunkt einen anderen Wert haben kann. Zu jedem Zeit-
punkt kommt daher ein ,,Flachenstiickchen mit jeweils spezifischer Grofe hin-
zu. Einfacher ist es, wenn die Ubergangsrate wie in dem in Abbildung 18 darge-
stellten Exponentialmodell zeitkonstant ist. In diesem Fall miissen wir nicht
unterschiedlich grof3e Flachenstiickchen aufkumulieren, sondern den konstanten
Wert der negativen Rate nur mit dem entsprechenden Wert von ¢ multiplizieren,
um anschliefend durch Anwendung des Antilogarithmus die Survivorfunktion
zu erhalten.

G(t) =exp(~ret)

In der Literatur findet sich hiufig eine formale Darstellung der Ubergangsrate fiir
stetige Zeit, die das Konzept ebenfalls iiber eine bedingte Wahrscheinlichkeit
herleitet. Fiir jede Beobachtung wird die Dauer bis zum Eintreten eines Ereignis-
ses durch die Zufallsvariable 7 dargestellt. Die bedingte Wahrscheinlichkeit,
dass ein Ereignis im Intervall As= ¢ eintritt, zeigt der folgende Ausdruck:

Pt<T<t|T=1) t<t'
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Er bezeichnet die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses im Zeitintervall Ar=t’—¢
unter der Bedingung, dass vor dem Beginn des Zeitintervalls, also frither als ¢,
noch kein Ereignis eingetreten ist und die Beobachtungen demnach zu ¢ noch der
Risikopopulation angehorten. Damit eine Beobachtung als Teil der Risikomenge
beriicksichtigt wird, muss sie zumindest den Beginn des Zeitintervalls oder den
Zeitpunkt noch ,,erleben” — folglich muss der Ereigniszeitpunkt 7 bei ¢ oder spa-
ter liegen. Nun impliziert eine stetige Zeitmessung, dass zu jedem Zeitpunkt und
damit an jedem Punkt auf der stetigen Zeitachse ein Ereignis eintreten kann.
Konsequenterweise konvergiert die Lange des Zeitintervalls At gegen Null bzw.
t’ konvergiert gegen ¢. Ein Problem besteht darin, dass auch die Ereigniswahr-
scheinlichkeit zusammen mit der Linge des Zeitintervalls gegen Null konver-
giert.

mP(<T<t+At|T>£)=0

At—0

Dividiert man hingegen die bedingte Wahrscheinlichkeit durch die Lénge des
Zeitintervalls, sind sowohl die Dichtefunktion der Ereignisse f(#) als auch die
Ubergangsratenfunktion differenzierbar.

P<T<t+At|T >t
usT<trMIT20)

Fiir die Dichteverteilung der Ereignisse f{z), die eine unbedingte Wahrschein-
lichkeit darstellt, dass im Intervall ¢+t ein Ereignis eintritt, gilt daher (s.0.)

i FU+AD = F(1)
Ar—0 At

. PST<t+Al)
f(l)—itlil’%] At B

Dies ist die Verdnderung der Anzahl der Ereignisse, also F(t+At) — F(t), zum
Zeitpunkt ¢ bzw. in Abbildung 19 im Zeitintervall Az =t —=5-3min.
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Abbildung 19: Dichteverteilung der Uberlebenszeit f(t) und kumulierte

.8

.6

t) und derzn Dichtefunktion f(t)

Dichtefunktion F(t), Weibull-Modell

_P(t<T<t+Ar)
f(t)—im

_F(t+An)-F(1)

~<
~<
~—_

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prozesszeit t in Minuten

Hierbei ist wieder zu beachten, dass eine unbedingte Wahrscheinlichkeit in die-
sem Fall bedeutet, dass sie auf die gesamte Untersuchungspopulation bezogen

ist. Dies

konnen wir wieder anhand unseres obigen Beispiels erlautern: Nehmen

wir an, im Intervall von 3 bis 5 Minuten (A=2min) gehen nur die beiden in Ab-

bildung
iiber. Di

17 eingezeichneten Personen von der Cafeteria in den Seminarraum
e unbedingte Wahrscheinlichkeit betrdgt 2/16 und wird nun durch die

Lange des Zeitintervalls, also durch 2, dividiert, was zu einem Wert fiir
f(A=2min) = 0,065 fiihrt.

Abbildung 20: Wahrscheinlichkeit und Rate

P(Y=1)=Pr(t<T <t

r(e-1) = n

v

Pre<T <?t|T >1t)

t'—t
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In Abbildung 19 wird veranschaulicht, dass f{#) in einem Zeitintervall dargestellt
werden kann, indem die graue Flache unter f(z) zwischen den Monaten drei und
fiinf von der Gesamtfldche unter f(z) subtrahiert wird. Es sollte in dieser Abbil-
dung zudem deutlich werden, dass wir den Wert von F(¢) zum Zeitpunkt ,,drei
Monate* dadurch erhalten, dass wir die Flache unter f{#) bis zum dritten Monat
aufkumulieren. Nach drei Monaten hat etwas iiber ein Drittel der Population ein
Ereignis erlebt, was dem Anteil der Flache unter f{#) von null bis drei Minuten an
der Gesamtflache entspricht.

An dieser Stelle muss betont werden, dass dieses kleine Rechenbeispiel un-
terlduft, was die stetige Zeitmessung impliziert, dass ndmlich das Zeitintervall
des Ereignisses auf einen infinitesimal kleinen Zeitpunkt schrumpft. Aber aus
didaktischen Griinden ist eine Darstellung der zentralen ereignisanalytischen
Konzepte in diskreter Zeit fiir die Herleitung der Ubergangsrate sinnvoll. Die
Ubergangsrate r(?) ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit, die als Risikopopulation
nur jene beriicksichtigt, die bis zum Zeitpunkt # noch dem Risiko ausgesetzt
waren, wie in Abbildung 20 dargestellt ist: Hier ist die Wahrscheinlichkeit P
eines Ereignisses in t*—t dargestellt als Relation der grauen Flache innerhalb des
Kaéstchens (t°—t) zur Gesamtfliche des grauen Balkens. Bei der Rate r(?) wird die
Flache innerhalb des Késtchens (t°—t) aufgrund der Bedingung ,, | 7 > ¢ nur auf
jenen Bereich des grauen Balkens bezogen, der grofler oder gleich ¢ ist. Betrach-
ten wir nun in diskreter Zeit die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ubergangs im
Intervall A¢t. Was bedeutet diese Bedingtheit mathematisch? Nehmen wir ein
Sample von 10 Studierenden, 5 Frauen (F), 5 Méanner (M) [P(F=1)=0,5]. Von
den Ménnern sind 3 unpiinktlich (U) im Seminar, von den Frauen nur 1. Die
unkonditionale Wahrscheinlichkeit, aus diesem Sample eine unpiinktliche Frau
zu ziehen, betrdgt 0,1 [P(F=1, U=1)=0,1]. Dagegen betrdgt die konditionale
Wahrscheinlichkeit unter der Bedingung, dass man nur das Subsample der Frau-
en (P=0,5) betrachtet, 0,1/0,5=0,2. Formal: P(U=1|F=1) = P(U=1)/P(F=1) =
0,1/0,5 = 0,2. In derselben Weise wie in diesem Beispiel der Einfluss der Manner
»herausgerechnet™ ist, wird bei der Konditionierung auf die iiberlebende Risi-
kopopulation durch die Wahrscheinlichkeit der Bedingung dividiert. Dies fiihrt
zur Ubergangsrate in diskreter Zeit:

<
F()= PUST <t+M|T 3= LEST<I+AD
P(T >1)

Lassen wir die Liange des Zeitintervalls gegen Null konvergieren, ergibt sich
daraus der uns bereits bekannte Ausdruck fiir die Ubergangsrate 7(2):



124 Ereignisanalyse II

r(t):hmP(tST<t+At). 1 :f(t)
A0 At P(T>t) G

Aquivalent dazu ist die in den gingigen Lehrbiichern hiufig verwendete Darstel-
lung:

< >
#(t) = lim Pt<T<t+At|T2¢)
At—0 At

Wir wissen nun, dass die Ubergangsrate r(#) aus dem Quotienten von Dichte-
funktion der Verteilung der Uberlebenszeiten f{z) und der Survivorfunktion G(z)
resultiert. Die Funktion f{#) selbst ergibt sich aus dem Produkt aus der Uber-
gangsrate und der Survivorfunktion, also f{#)=r(t)*G(z). Die Survivorfunktion
G(t) resultiert, wie oben beschrieben, aus exp(—ret). Wir wollen im Folgenden die
mittlere Rate anhand des Maximum-Likelihood-Verfahrens schitzen. Fiir die
praktische Anwendung ist es nicht unbedingt notwendig, die Logik der Maxi-
mum-Likelihood-Schitzung nachzuvollziehen, aber die Kenntnis der Grundidee
des Verfahrens hilft beim Verstandnis der Modelle.

6.3 Maximum-Likelihood-Schéitzung

Um die Maximum-Likelihood-Schitzung zu veranschaulichen nehmen wir einen
iiberschaubaren Datensatz und vollziehen das Verfahren anhand der Berechnung
eines einfachen Kennwertes nach. Abbildung 21 zeigt den Beispieldatensatz, der
sich in dieser Weise einfach in den stata do-file Editor eingeben ldsst. In die-
sem Beispiel ist die Variable dur die Prozesszeit und des weist eine 1 auf, wenn
ein Ereignis eingetreten ist, andernfalls den Wert Null. Die mittlere Ubergangsra-
te ergibt sich aus der Summe der Ereignisse, die durch die Summe der gesamten
Prozesszeit, die alle Individuen zusammentragen, dividiert wird. Dies ergibt 7 /
676 =0,010355. Anhand dieses kleinen Datensatzes konnten wir also die mittle-
re Ubergangsrate leicht von Hand berechnen, aber auch die Anwendung von
streg ergibt diesen Wert (zur stata Syntax mehr im anschlieBenden Beispiel-
modell). Wie funktioniert das Verfahren der Maximum-Likelihood-Schitzung,
wenn man diesen Wert dariiber ermitteln will?
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Abbildung 21: Beispieldatensatz, Rate und Hazard Ratio

clear

input id dur des frau

18300

22310

38010

4 11 00

547 10

6 148 1 1

7 68 11

8 34 0 1

942 11

10 140 1 1

end

list, clean

stset dur, failure(des==1) /*definiert Episoden*/
streg, dist (exp) nohr /*schdtzt Modell*/

gen rate = exp(_b[_cons]) /*rechnet Koeffizient um*/

sum rate

*** hazard ratio von "Frau" ***

bysort frau: egen sum_dur=total (dur) /*Summe Zeit*/
bysort frau: egen sum_des=total (des) /*Summe Ereignisse*/
gen r=sum_des / sum_dur /*Rate=Ereignisse/Risikozeit*/
sum r /*eine Rate pro Gruppe*/

gen hr= r(min) / r(max) /*hazard ratio*/

sum hr

stset dur, failure(des==1) 1id(id)
streg frau, dist (exp)

Wir schitzen dieses Modell unter der Annahme einer zeitkonstanten Rate, was
dem Exponentialmodell entspricht, das weiter unten ausfiihrlich erlautert wird.

r(t,) = a=-exp(B'x) = a=exp(f,)

Dies setzen wir fiir die Rate in die Likelihood-Funktion ein:

L(a|t,ieN) :Hr(ti).HG(ti)

ieE ieN

Die Likelihood fiir die Ubergangsrate a unter der Bedingung, dass die jeweilige
Person i zum Zeitpunkt # noch dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt ist, ldsst



126 Ereignisanalyse II

sich folgendermaBen darstellen: Sie wird als Produkt der Ubergangsraten zum
jeweiligen Zeitpunkt fiir jenen Teil des Datensatzes gebildet, der ein Ereignis
erlebt. Das ist gemeint mit dem Subskript i € E. Dieses kumulierte Produkt wird
wiederum multipliziert mit den Survivorfunktionen aller Personen, die bis zum
jeweiligen Zeitpunkt dem Risiko ausgesetzt waren. Zu Letzteren gehdren natiir-
lich auch jene, die ein Ereignis exakt zum Zeitpunkt ¢ erlebt haben, weil diese
Personen bis zum Zeitpunkt # noch dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt wa-
ren, aber bis dahin noch keines erlebt haben. Leider lasst sich die Survivorfunk-
tion nicht direkt in die Log-Likelihood-Funktion integrieren. Aber wie wir sahen,
lassen sich die zentralen Funktionen der Ereignisanalyse auseinander herleiten.
So ldsst sich die Survivor-Funktion auch darstellen als e hoch das negative Integ-
ral der Rate » von null bis .

G(t)=ex —Jt.r(r)dr} & In[G)]= —jr(r)d T =-r(t)et

Weil das Exponentialmodell eine zeitkonstante Rate annimmt, kann man das
Integral durch das Produkt von —ref ersetzen. Die Definition der Ereignismenge i
€ E kann auch in alternativer Notation dargestellt werden, und zwar durch den
Exponenten, der den Zielzustandsindikator 6, ndmlich die Variable des, enthilt.
Ist 6 Null, leistet die Episode keinen Beitrag zu jenem Teil der Likelihood-
Funktion, der die Ubergangsrate (#) reprisentiert, weil dieser Teil dann den
Wert | annehmen wiirde.

LaltsieN)=T[re)e[[6@)  =[Tr@)e[Texpiren

ieE ieN ieE ieN

=T1r)" s [Texp(-ro1)

Logarithmieren wir diesen Ausdruck, werden die Produkte wieder zu Summen
und das Resultat ist die Log-Likelihood:

In[L(a|t,,ie N)]=D In[r(z)]+ Y In[G(t)] =D In[r(t)]+ D —r(t)et

ieE ieN ieE ieN

Diese Funktion ldsst sich in Stata ,,von Hand* schreiben. Sie stellt die Rate fir
alle Elemente aus der Teilmenge des Datensatzes dar, die ein Ereignis erlebten
plus die negative Rate multipliziert mit der Prozesszeit fiir simtliche Elemente
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des Datensatzes, also jene, die ein Ereignis erlebten, sowie jene, die kein Ereig-
nis erlebten.

Wir berechnen iiber die Ereignismenge die Summe aller Einzelbeitrdge zur
logarithmierten Rate log(a). Uber die Risikozeitmenge, die sowohl die Rechtsze-
nsierungen als auch die Ereignismenge einschliet, berechnen wir die Summe
aller Survivorfunktionen. Die Survivorfunktion ergibt sich aus dem mit negati-
vem Vorzeichen versehenen Produkt aus Ubergangsrate und individueller Dau-
er, die das jeweilige Individuum ,,at risk® war ((-7(¢)*¢)). In Stata wiirde man
dies folgendermalien berechnen:

clear

set obs 1000 /*Iterationsschritte*/

gen a=0.00005 /*kleiner Startwert fuer a*/
gen LogL=. /*Variable wird initialisiert*/

forvalues 1i=1(1)1000{

replace a=a+ i'*a if _n=="1' /*Schrittweite ist a*/
replace LogL= log(a)+log(a)+log(a)+log(a)+log(a)+ ///
log(a)+log(a)+(-a)*83+ (-a)*23+(-a) *80+ (-a) *11+ (-a)*47 ///
+(-a) *148+ (-a) *68+ (—-a) *34+ (—a) *42+ (—-a) *140 if _n=="1i"

}

line LogL a if a < 0.05, sort

sum LogL

list a if LogL == (max), clean

Abbildung 22: Maximum-Likelihood der Konstanten des Exponentialmodells
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Somit wird der Logarithmus der unbekannten Rate a innerhalb der Menge E,
deren Elemente Ereignisse aufweisen, aufsummiert. Dazu kommt innerhalb der
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Gesamtmenge N die Summe der unbekannten negativen Raten -a multipliziert
mit der Prozesszeit ¢ der Episode i. Die unbekannte Grof3e ist also die Rate r=a.
Fiir die Unbekannte @ werden nun iterativ Zahlen in die Log-Likelihood-
Funktion eingesetzt, bis die ,,von unten® aus dem negativen Bereich nach oben
wachsende Funktion ihr Maximum erreicht — wobei dieses Maximum immer im
negativen Bereich verbleibt. Als Startwert fiir a nehmen wir willkiirlich 0,00005,
weil wir erwarten, dass die wahre Rate grofer ist. Anderenfalls miissten wir mit
einem anderen Startwert beginnen, wenn wir uns damit schon auf dem ,,abstei-
genden Ast™ der Funktion befinden. Wir erhalten durch das iterative Einsetzen
von Zahlen flir ¢ den groBten LL-Wert von -38,99198 bei a=0,01035. Aus
streg ergibt sich iibrigens derselbe Wert fiir 7=a, jedoch ein anderer Wert fiir
die Log-Likelihood — uns ging es hier aber vor allem darum, das Prinzip zu er-
lautern, wie man tiber die Log-Likelihood-Funktion zum geschitzten Parameter
kommt. Bei mehreren erkldrenden Variablen wird a zu p’x, und wir haben ein
mehrdimensionales Optimierungsproblem die f-Werte.

Aber prinzipiell lassen sich die Hazard Ratios, die den Odds Ratios der bini-
ren logistischen Regression sehr dhnlich sind, im einfachen Fall auch von Hand
berechnen. In Abbildung 21 (S. 125) wird die Rate als Quotient aus Ereignissen
und Risikozeit separat fiir Ménner (0,012) und Frauen (0,009) berechnet. Divi-
dieren wir die Rate der Frauen durch die Rate der Ménner, erhalten wir einen
Hazard Ratio von 0,75. Demnach haben Frauen gegeniiber den Ménnern eine um
den Faktor 0,75 reduzierte Rate. Zum selben Ergebnis kommt auch die Schét-
zung streg frau, dist (exp) (Abbildung 21, S. 125).

Wir wollen nun untersuchen, welche Faktoren sich auf die Hazardraten von
Statusiibergdngen im ostdeutschen Transformationsprozess auswirken. Zu die-
sem Zweck wurden Episoden gebildet, die mit einem Aufstiegsereignis enden,
wenn der Wegener-Prestigewert des folgenden Jobs mindestens 10% grofBer ist
als der des aktuellen Jobs. Wichtig ist der Hinweis, dass andere Ereignisse, nim-
lich laterale Wechsel und berufliche Abstiege (mindestens 10% Prestigeverlust)
als rechtszensiert betrachtet werden, weshalb die Episode auch endet, wenn eines
dieser ,.konkurrierenden® Ereignisse eintritt. Je nach Fragestellung konnte man
auch anders vorgehen und die Prozesszeit weiterlaufen lassen, auch wenn eines
der konkurrierenden Ereignisse eintritt. Interessiert man sich tatséchlich nur fiir
Aufstiege im Lebenslauf und weniger fiir die Mobilititsprozesse am Arbeits-
markt, wire solch ein Vorgehen tatsdchlich angeraten. Dafiir miisste man aller-
dings den Datensatz etwas anders aufbereiten und die Prozesszeit solange iiber
alle Episoden einer Person kumulieren, bis entweder das Aufstiegsereignis ein-
tritt oder der gesamte Lebenslauf der Person am Ende des Beobachtungsfensters
rechtszensiert ist.
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Wir beginnen unsere empirische Analyse mit einem Modell ohne erkldrende
Variablen. Wir definieren unsere Daten mit dem stset Befehl als Episoden und
teilen stata mit, dass die Variable dur_process die Prozesszeit enthilt und
status_diff==1 bedeutet, dass Episoden, bei denen die Variable sta-
tus_diff den Wert 1 aufweist, mit einem Ereignis enden. Wir schitzen dieses
Modell mit dem folgenden st reg Befehl (,,survival time regression‘), wobei die
Option dist (exp) ein Exponentialmodell anfordert. AnschlieBend sagen wir
mit dem predict Befehl den Median der Verweildauer vorher:

use S$pfad/expl.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
streg, dist (exp) nohr

predict t_median, median time

sum t_median

Als Ergebnis erhalten wir eine mittlere logarithmierte Hazardrate von -5,716. Die
mittlere Hazardrate » berechnen wir durch exp(-5,716)=0,003. Wir kénnen auf
Basis dieser Information einige grundlegende Berechnungen durchfiihren, die
den Aufstiegsprozess fiir das gesamte Sample beschreiben (Blossfeld et al. 2007,
S. 93). In dieser einfachen Form ist dies aber nur auf Basis des geschitzten Ex-
ponentialmodells mdglich. Mit anderen parametrischen Modellen, bei denen ex
ante eine andere Verteilungsfunktion der Ereignisse iiber die Zeit festgelegt wird
(vgl. unten), ist das in dieser einfachen Form nicht moglich.

Tabelle 7: Berufliche Aufstiege im ostdeutschen Transformationsprozess,
Exponentialmodell, Hazard Ratios

(1)
t

t
Berufserfahrung 0.993**
Prestige (Wegener) 0.961%**
Frau (=1) 1.120
Studium (=1) 2.072%%%*
Abschlusskohorte 1990 0.923
Abschlusskohorte 1995 0.982
Observations 2506

Exponentiated coefficients
+p<.l,*p<.05, **p<.01, *** p<.001
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Anhand des Exponentialmodells konnen wir die erwarte Anzahl der Ereignisse
fiir ein spezifisches Prozesszeitintervall berechnen, indem wir die Rate mit der
Lénge des Intervalls multiplizieren. In sechs Monaten erwarten wir im Durch-
schnitt 0,003°6=0,018 berufliche Aufstiege. Die mittlere Wartezeit bis zum Ein-
tritt eines Aufstiegsereignisses errechnet sich aus 1/r, wonach man in einer Epi-
sode im Durchschnitt 333 Monate warten muss, bis ein Aufstiegsereignis eintritt.
Der Median der Verweildauer betrdgt dagegen nur 210 Monate, d.h. nach 210
Monaten haben 50% des Samples ein Ereignis erlebt (Blossfeld und Rohwer
1995, S. 87).

use S$pfad/expl.dta, clear
stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
streg 1lfx mps frau studium ko2 ko3 , dist (exp)

Im néchsten Schritt schédtzen wir ein Exponentialmodell fiir berufliche Aufstiege
mit mehreren erkldrenden Variablen. Dabei lassen wir uns in Tabelle 7 {iber die
Voreinstellung in stata die Befunde als Hazard Ratios ausgeben, die wir sehr
dhnlich zu den Odds Ratios interpretieren: nimmt die Berufserfahrung um einen
Monat zu, geht die Aufstiegsrate um den Faktor 0,993 signifikant zuriick. Mit
jedem weiteren Punkt auf der Wegener-Prestigeskala geht die Aufstiegsrate
signifikant um den Faktor 0,961 zuriick. Frauen unterscheiden sich nicht signifi-
kant von Ménnern, aber Hochschulabsolventen haben gegeniiber den Absolven-
ten einer beruflichen Lehre um den Faktor 2,072 erh6hte Aufstiegsraten.

Die Hazard Ratios berechnen wir durch e hoch den geschitzten p-
Koeffizienten:

r(t) =exp(B, + Bix, + Byx, +...+ B,x,)
=exp(f,) e exp(f,x,) e exp(f,x,)e...eexp(f,x,)

In der angewandten Forschung werden die Ergebnisse der Ereignisanalyse aber
in unterschiedlichen Metriken dargestellt. Eine Darstellungsform neben den
Hazard Ratios besteht darin, die logarithmierten Hazard Ratios darzustellen,
was den Log Odds in der bindren logistischen Regression entspricht.

In(r(#)) = By + pix, + Box, +..B,x,

Spezifisch fiir die Ereignisanalyse ist zudem die sogenannte AFT-Metrik, was
bedeutet, dass die Koeffizienten als Effekte auf die failure time modelliert wer-
den. In dieser Metrik wird der Prozess aufgrund der Kovariateneinfliisse entwe-
der verzogert oder beschleunigt (daher der Begriff accelerated failure time mo-
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dels). In diesem Fall ist die abhiingige Variable nicht mehr die Ubergangsrate,
sondern der Logarithmus der Wartezeit bzw. der Prozesszeit, die vergeht, bis ein
Ereignis eintritt.

In(T) = B, + Bx, + Box, +..B,x,

Im Vergleich zu den Effekten auf die logarithmierten Hazard Ratios sind die
Vorzeichen der Koeffizienten umgedreht: Erhoht ein Pradiktor die logarithmierte
Ubergangsrate, dann senkt er in gleicher Weise die logarithmierte Verweildauer.
Die Darstellung der Modelle in der AFT-Metrik ist wichtig, weil sich manche
Modelle der Ereignisanalyse, wie beispiclsweise das log-logistische oder log-
normale Modell, nur in der AFT-Metrik darstellen lassen. Andererseits ldsst sich
das Gompertz-Modell (vgl. unten) wiederum nicht in der AFT-Metrik darstellen,
sondern nur in Form von Effekten auf die Log-Hazard Ratios oder Hazard Ra-
tios. Bei dem streg Befehl werden die Hazard Ratios durch die Option nohr
unterdriickt und damit die Log-Hazard Ratios ausgegeben. Mit der Option time
ruft man die AFT-Metrik auf.

use $pfad/expl.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
streg 1lfx mps frau studium ko2 ko3 , dist (exp)
streg 1lfx mps frau studium ko2 ko3 , dist (exp) nohr
streg 1lfx mps frau studium ko2 ko3 , dist (exp) time

Tabelle 8: Exponentialmodell in unterschiedlichen Metriken

Modell (1)  Modell (2) Modell (3)

Hazard log(HR) AFT Metrik

Ratios (HR)
Berufserfahrung 0993 -0.007" 0.007"
Prestige (Wegener) 0.961"" -0.040™" 0.040™"
Frau (=1) 1.120 0.113 -0.113
Studium (=1) 2.072™ 0.728"" -0.728™"
Abschlusskohorte 1990  0.923 -0.080 0.080
Abschlusskohorte 1995 0.982 -0.018 0.018
Constant - -3.179™ 3.179™
Observations 2506 2506 2506

Tp<.1, p<.05 " p<.0l," p<.001
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Tabelle 8 zeigt unser Modell der Ereignisanalyse in den drei Metriken. Wie zu
sehen, sind die Koeffizienten vom Betrag her vollig identisch, wenn wir Modell
2 mit den Log-Hazard-Ratios vergleichen mit Modell 3 in der AFT-Metrik — nur
die Vorzeichen sind gedreht.

6.4 Exponentialmodell mit zeitverinderlichen Kovariaten

Eine Stirke der Ereignisanalyse besteht darin, auch die Effekte zeitverdnderli-
cher erklarender Variablen zu modellieren. Dabei macht man sich zu Nutze, dass
die Ereignisanalyse rechtszensierte Episoden beriicksichtigen kann. Man ist
vermutlich geneigt, in dem Phénomen der Rechtszensierung einen gravierenden
Nachteil von Ereignisdaten zu sehen. Aber selbst, wenn im Datensatz keine
rechtszensierten Beobachtungen vorldgen, kann man die Mdglichkeit der Ereig-
nisanalyse, die rechtszensierten Episoden fiir die Modellschitzung zu nutzen, fiir
einen anderen Zweck fruchtbar machen: Man kann rechtszensierte Episoden
,Kiinstlich® erzeugen, um den Einfluss zeitverdnderlicher Kovariaten auf den zu
erklarenden Prozess zu modellieren (Box-Steffensmeier und Jones 2007, S.
1011).

Dies geschieht durch das im Folgenden dargestellte Verfahren des Episo-
densplittings (Blossfeld et al. 2007, S. 141). Es stellt dabei letztlich nur einen
datentechnischen Trick dar, durch den die Mdglichkeit der Ereignisanalyse,
rechtszensierte Episoden zu berticksichtigen, fiir die Modellierung zeitverdnder-
licher Kovariaten genutzt wird.

Wie sieht dieser datentechnische Trick aus? Wie wir bereits wissen, ist eine
Episode im Wesentlichen durch einen Startzeitpunkt, einen Endzeitpunkt, die
sich daraus ergebenden Dauer sowie durch den Ausgangs- und den Endzustand
charakterisiert (hinzu kommen die Ausprigungen der erklirenden Variablen).
Der Indikator des Zielzustandes enthilt bei rechtszensierten Episoden in der
Regel den Wert Null, Episoden mit einem Ereignis enthalten eine Eins. Abbil-
dung 23 stellt diese zentralen Merkmale zweier Episoden dar. Hier liegt die In-
formation iiber die Zeit in Form von sogenannten Jahrhundertmonaten vor, also
als die Anzahl der seit dem Beginn des Jahres 1900 vergangenen Monate (vgl.
unten). Die Person mit der ID-Nummer 23 hat beispielsweise eine Episode im
Monat 1243 begonnen und beendete diese Episode im Monat 1260. Daraus
ergibt sich eine Dauer von 17 Monaten. Die Person mit der ID-Nummer 67 be-
gann ihre Episode hingegen wesentlich frither, ndmlich im Monat 960, und war
allerdings im Monat 1178 rechtszensiert.
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Abbildung 23: Verdnderung der Daten durch das Episodensplitting

ID StartT EndeT Dauer Des HeiratT
23 1243 1260 17 1 1250
67 960 1178 218 0

ID StartT EndeT Stspl Endspl Dauer Des HeiratT Ehe

23 1243 1260 1243 1250 7 0 1250 0
23 1243 1260 1250 1260 10 1 1250 1
67 960 1178 . . 218 0 . 0

Betrachten wir als Beispiel den Einfluss der Heirat auf den Auszug aus dem
Elternhaus. Nehmen wir an, die Person mit der ID-Nummer 23 war seit dem
Monat 1243 dem Risiko des Auszugs aus dem Elternhaus ausgesetzt, weil sie zu
diesem Zeitpunkt ein Alter von 16 Jahren erreichte. Mit dem Alter von 16 Jahren
begann also die Wartezeit auf das Auszugsereignis. Der Auszug erfolgte im
Monat 1260. Ein unabhingiger Prozess, von dem wir einen Einfluss auf den
Auszug aus dem Elternhaus erwarten, ist die Heirat. Die Person mit der ID-
Nummer 23 heiratete im Monat 1250. Aus diesem Heiratszeitpunkt l4sst sich
nun die zeitverdnderliche erkldrende Variable bilden, die eine Zustandsdnderung
in x wihrend der Episode indiziert. Es handelt sich um den Wechsel vom Zu-
stand ,,ledig® in den Zustand ,,verheiratet*, und dieser Zustandswechsel wird als
unabhingige Variable betrachtet. Die Frage ist also: hat der Zustandswechsel in
der unabhéngigen Variablen der Heirat einen Einfluss auf die abhidngige Variab-
le des Auszugs aus dem Elternhaus?

Bei der Person mit der ID-Nummer 23 adndert sich der Zustand in der unab-
hingigen Variablen (Familienstand) tatsdchlich seit dem Beginn der Wartezeit
auf den Auszug. Das Episodensplitting wird fiir diese Person durchgefiihrt und
verdndert deren Episode. Dagegen hat die Person mit der ID-Nummer 67 wéh-
rend des Beobachtungsfensters nicht geheiratet, weshalb fiir sie kein Episo-
densplitting durchgefiihrt wird.

Das Splitting der Episode besteht darin, dass eine zweite Zeile in den Daten-
satz geschrieben wird, wenn der Zustandswechsel der unabhédngigen Variablen
wihrend der Wartezeit des abhéngigen Prozesses eintritt. Das Herausschreiben
dieser zweiten Zeile bedeutet aber keine Verdoppelung der Untersuchungseinhei-
ten, weil sehr genau darauf geachtet wird, dass die Prozesszeit sich dabei nicht
verdndert. Aulerdem muss auch die Anzahl der Ereignisse trotz der Doppelung
der Zeile unverdndert bleiben. Beides bleibt konstant, wenn die erste Zeile — man
sagt auch, die erste Subepisode — per Definition immer rechtszensiert ist und ihr
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der urspriingliche Startzeitpunkt StartT zugewiesen wird, sowie als Endzeit-
punkt EndeT der Zeitpunkt des intervenierenden bzw. unabhéngigen Ereignisses.
Im Falle der ID-Nummer 23 ist das der Monat 1250 (Endspl in deren erster
Zeile) — namlich der Monat der Eheschliefung. Die zweite Zeile endet mit dem
urspriinglichen Endzeitpunkt 1260, beginnt aber mit dem Zeitpunkt des Zu-
standswechsels des intervenierenden bzw. unabhingigen Ereignisses (Stspl) —
also wieder dem Zeitpunkt der EheschlieBung 1250.

Tatséchlich wurde die urspriingliche Episode der Person mit der ID-Nummer
23 in zwei Subepisoden zerlegt, ohne dass sich die gesamte Prozesszeit oder die
Anzahl der Ereignisse dndert. Bei der Modellierung des Einflusses des Zu-
standswechsels in die Ehe auf das abhidngige Ereignis des Auszugs aus dem
Elternhaus wird die Dummy-Variable Ehe als Pradiktor modelliert. Sie stellt die
eigentliche zeitverdnderliche Kovariate dar, fiir deren Bildung aber das Episo-
densplitting erforderlich war. Noch einmal: Bei der ID 23 hat die zeitverdnderli-
che Dummy-Variable Ehe zunichst den Wert Null, weil die Person zu Beginn
der Episode noch nicht verheiratet war und diese erste Subepisode zum Zeit-
punkt der Heirat endet. Anders die zweite Subepisode: Diese beginnt mit dem
Zeitpunkt der EheschlieBung 1250 und endet mit dem urspriinglichen Endzeit-
punkt. In der zweiten Subepisode war die ID-23 die gesamte Zeit im Zustand ,,in
Ehe*, sie war bereits verheiratet und hat die gesamte zweite Subepisode nach
dem Heiratszeitpunkt erlebt. Man sieht bei der Variable ,,Dauer®, dass sich die
urspriingliche Gesamtdauer von 17 Monaten ebenfalls nicht verdndert: In der
ersten Subepisode wurden sieben und in der zweiten Subepisode zehn Monate
verbracht.

Weil die Person mit der ID-Nummer 67 wihrend des Beobachtungsfensters
nicht geheiratet hat, wurde fiir diese Person auch kein Episodensplitting durchge-
fiihrt, und damit &ndert die zeitverdnderliche Kovariate Ehe auch nicht ihren
Wert.

Es wire naheliegend zu vermuten, dass die Verdoppelung der Zeilen im Da-
tensatz die Fallzahlen und damit auch die Effizienz der Schitzungen erhoht. Die
Standardfehler der Schéatzungen wéren dann nicht mehr korrekt. Aber das Episo-
densplitting selbst dndert nichts an den Ergebnissen der Modellschiatzung. Erst
die Modellierung des Effekts der zeitverdanderlichen Kovariaten Ehe, die man im
Anschluss an die Datentransformation des Episodensplittings bildet, wiirde —
sofern sie einen Einfluss auf das abhéngige Ereignis aufweist — die Modellschét-
zung verdndern. Die reine Verdoppelung der Episoden durch das Splitting hat
also keinerlei Einfluss, weder auf die geschétzten Koeffizienten noch auf deren
Standardfehler.

Warum ist das so? Die Schiitzung der Effekte auf die Ubergangsraten in der
Ereignisanalyse basiert immer auf dem Verhéltnis von der Anzahl der Ereignisse
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zur jeweiligen Risikozeit, also der Zeit, die die jeweiligen Individuen einer
Merkmalskategorie dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt sind. Es wird stets
das Verhéltnis von Ereignissen zum Risk-Set betrachtet. Die Risikomenge in der
Ereignisanalyse sind aber nicht die Individuen oder Untersuchungseinheiten,
sondern es ist die durch sie bedingte Zeit, die unter der Bedingung der jeweiligen
Konstellationen der Kovariaten x verbracht wird.

Das lasst sich auch an einem Beispiel verdeutlichen, bei dem die Log-
Likelihood-Funktion eines Modells ohne erkldrende Variablen in zwei verschie-
denen Varianten dargestellt wird, die aber jeweils zum selben Ergebnis fiithren.
Sehen wir uns zu diesem Zweck noch einmal das Maximum-Likelihood-
Schétzverfahren fiir das Exponentialmodell an.

In[L(a|t,,ie N)]=Y In[r(t)]+ ) —r(t) et

iek ieN

Der Logarithmus der unbekannten Rate wird innerhalb der Menge E, deren Ele-
mente Ereignisse haben, aufsummiert. Jene Episoden, die ein Ereignis aufwei-
sen, gehen also nur in den linken Term der Funktion ein. Dazu kommt innerhalb
der Gesamtmenge N die Summe der unbekannten negativen Raten multipliziert
mit der Prozesszeit der Episode i. Wie wir bereits sahen, ldsst sich die obige
Formel fiir unser 10-Episoden Beispiel in stata folgendermaBlen darstellen (vgl.
S. 127 und das do-file 1og_like.do inereignisse.zip):

replace LogL= log(a)+log(a)+log(a)+log(a)+log(a)+ ///
log(a)+log(a)+(-a)*83+(-a)*23+(-a) *80+ (-a) *11+(-a)*47 ///
+(-a)*148+(-a) *68+ (-a) *34+ (-a) *42+(-a) *140 if _n=="1"

Bei einer zweiten Variante der Log-Likelihood-Funktion wird fiir jenen Teil der
Funktion, der die Ereignisse beschreibt, einfach die Summe aller Ereignisse
berechnet, und fiir jenen Teil, der die Survivorfunktion beschreibt, wird die
Summe der gesamten Risikozeit gebildet. Hier gibt es keinen separaten Teil fiir
r(t), in den die Beobachtungen mit einem Ereignis eingehen. Die Terme In[7(#)]
und [—r(¢;)] werden mit der Summe der Ereignisse bzw. der Summer der Risiko-
zeit multipliziert.

In[L(a|t,,i e N)]= {ln[r(f,-)] > z} +=r(t)]e Dt
iceE ieN
gen LL2= log(a)*sum_D + (-a) * sum_dur
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Diese Umformung der Log-Likelihood-Funktion verdeutlicht, dass die Schit-
zung nur von der Anzahl der Ereignisse und der Risikozeit (und natiirlich den
jeweiligen Kovariaten) abhédngt. Es spielt aber keine Rolle, ob man a) die (loga-
rithmierten) Raten aufsummiert und dazu die Summe der mit der Risikozeit
multiplizierten negativen Raten addiert; oder ob man b) die Anzahl der Ereignis-
se iiber die Ereignismenge und die Risikozeit iiber die Risikomenge aggregiert.
Sofern das Splitting korrekt erfolgte und sich weder die Risikozeit noch die An-
zahl der Ereignisse dndert, dndert sich nichts an der Schitzung. Ein weiteres
Beispiel findet sich in der Datei sp1itLL.pdf im Archivereignisse.zip.

Kommen wir zur praktischen Umsetzung des Episodensplittings im Rahmen
einer Analyse des Einflusses betreuungsbediirftiger Kinder auf die Rate berufli-
cher Aufstiege. Unser Ziel ist die Bildung einer zeitverdnderlichen Kovariaten,
die angibt, ob die befragte Person zum jeweiligen Zeitpunkt ein Kind unter drei
Jahren hat. Somit sind zwei Ereignisse auf der Seite der unabhéngigen Variablen
relevant, ndmlich 1. die Geburt eines Kindes (kind_geb_*) und 2. dessen dritter
Geburtstag (kind3_*). Im Ausgangsdatensatz sind die Episoden noch nicht
gesplittet. Wichtig ist, dass zunichst eine Bedingung definiert wird, die erfiillt
sein muss, damit eine Episode iiberhaupt gesplittet wird. Diese Bedingung be-
steht darin, dass der Zustandswechsel in der unabhingigen Variablen im Verlauf
der aktuellen Jobepisode stattfindet. Mit anderen Worten: Damit die jeweilige
Jobepisode gesplittet wird, muss entweder ein Kind geboren werden (unabhéngi-
ges Ereignis 1), oder es muss drei Jahre alt werden (unabhingiges Ereignis 2).

Wie in Abbildung 23 sind Start- und Endzeitpunkt wieder in Jahrhundertmo-
naten gemessen. In dieser Zeitdimension fiihren wir auch das Splitting durch.
Der Informationsgehalt der Zeitmessung, der im Falle der Jahrhundertmonate
auch die kalenderzeitliche Lokalisierung gestattet, bleibt so erhalten. Fiir das
Episodensplitting betrachten wir nur die ersten drei Kinder, deren Geburtsdaten
sowie deren dritte Geburtstage. Dies ergibt zusammen sechs Variablen, die in der
folgenden foreach-Schleife nacheinander verarbeitet werden (kindgebl-
kindgeb3 sowie kind3_1-kind3_3).

use S$pfad/pre_split.dta, clear

foreach var of varlist kindgeb_* kind3_*{
expand 2 if ‘var' > startm & ‘var' < endem
sort id startm
by id startm: replace status_diff=0 if _n==1 & _N==
by id startm: replace endem="var' if _n==1 & _N==
by id startm: replace startm="var' if _n==
}

gen kind_u3 =0

replace kind_u3 =1 if ///

(kindgeb_l<=startm & kind3_1 >= endem) | ///
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(kindgeb_2<=startm & kind3_2 >= endem) | ///
(kindgeb_3<=startm & kind3_3 >= endem) | ///
(kindgeb_4<=startm & kind3_4 >= endem)

tab kind_u3

gen dur=endem-s

list id idn s e startm endem dur status_diff in 1/50, clean
stset dur, failure(status_diff=1) id(idn)

stcox studium kind_u3

streg studium, dist (exp)

Innerhalb der Schleife wird fiir jede der Variablen, die durch den Platzhalter
“var' indiziert wird, danach gefragt, ob der von ihr gemessene Zeitpunkt gro-
Ber ist als der Startzeitpunkt der Jobepisode und zugleich kleiner als deren End-
zeitpunkt. Es wird somit gepriift, ob der jeweilige Zeitpunkt (Geburt Kind oder
dritter Geburtstag) innerhalb der Jobepisode liegt. Wenn diese Bedingung erfiillt
ist, wird der expand Befehl aktiv, der aus einer Zeile im Datensatz zwei Zeilen
macht. Dies geschieht nacheinander fiir jede der sechs Variablen. Man kann
diesen Befehl auch verwenden, um von einer Zeile beliebig viele Kopien herzu-
stellen. Wird eine Episode aufgrund einer unabhingigen Variablen gesplittet,
diirfen wir, wie in Abbildung 23 gezeigt, pro Durchlauf nur eine Kopie der ur-
spriinglichen Zeile herausschreiben. Aber mit dem Kopieren allein ist das Episo-
densplitting noch nicht abgeschlossen. Wir miissen die zentralen KenngréBen
einer Episode, nimlich die Zeit und den Zensierungsindikator, so anpassen, dass
das Episodensplitting nichts an der Gesamtsumme der Prozesszeit sowie der
Ereignisanzahl dndert. Weil expand die neu generierten Variablen “unten” an
die Datei hangt, muss diese zuvor nach den Kriterien id und startm (ID-
Nummer der Person und Startzeitpunkt der Jobepisode) sortiert werden (sort
id startm). Jede Jobepisode, fiir die das Splitting durchgefiihrt wurde, existiert
nun zweimal im Datensatz. Durch das Sortieren stehen beide Zeilen direkt unter-
einander.

Nun beginnt die eigentliche Arbeit: wie in Abbildung 23 ersichtlich, endet
der ”obere” Teil der gesplitteten Episode mit dem Zeitpunkt des Ereignisses der
unabhédngigen Variablen, etwa mit der Geburt des zweiten Kindes, der "untere”
Teil beginnt zu diesem Zeitpunkt.

Hilfreich ist die Moglichkeit, mit dem by-Befehl zeileniibergreifende Daten-
transformationen fiir spezifische Unterteile des Datensatzes durchzufiihren. Die-
se Unterteile sind durch identische Werte fiir id und startm definiert. Dies gilt
fiir alle Jobepisoden, fiir die eine Kopie herausgeschriecben wurde. Mit dem Be-
fehl replace wird der Zensierungsindikator in der “oberen” Subepisode pau-
schal auf Null gesetzt. Dabei formuliert 1f _n==1 & _N==2 die Bedingung,
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dass es sich um die erste (_n==1) von zwei zueinander gehdrenden Teilepisoden
handelt (_N==2).

In einigen anderen Lehrbiichern wird das Splitting mithilfe des stsplit Be-
fehls in der Prozesszeitdimension durchgefiihrt. Im Prinzip macht stsplit
dasselbe wie die oben beschriebene Schleife. Allerdings funktioniert stsplit in
der Prozesszeitdimension und fiir einen Datensatz, der zuvor mit stset als Epi-
sodendatei definiert wurde. Das Problem von stsplit besteht darin, dass die
kalenderzeitliche Information verloren geht bzw. nach dem Splitting wieder
rekonstruiert werden muss.

Die Anwendung von expand innerhalb einer Schleife ldsst sich auch sehr
schon verwenden, um einen Episodendatensatz nach Kalenderjahren oder Quar-
talen zu splitten. Kalenderjahre sind eine sinnvolle Grofe, um den Einfluss jéhr-
lich variierender Arbeitslosenquoten auf berufliche Aufstiegschancen zu model-
lieren. Dafiir werden die Jobepisoden jahresweise gesplittet, aber eben nicht in
der Prozesszeit, sondern in der Kalenderzeit. Wie geht man dabei vor?

Die im Folgenden beschriebene Prozedur ist etwas komplexer. Um wirklich
alle Kalenderjahre im Datensatz zu erfassen, die die beobachteten Jobepisoden
abdecken, definiert man zunichst den frithsten im Datensatz vorkommenden
Startzeitpunkt sowie den spétesten Endzeitpunkt. Weil diese nicht zwangslaufig
im Monat Januar (= Monat Null) beginnen miissen, wird durch
floor (r(min)/12)*12 aus den Jahrhundertmonaten das Jahr berechnet und
die Monate, die nun als Dezimalstelle erscheinen, abgeschnitten. Dies wird wie-
der mit 12 multipliziert. In unserem Beispiel liegt der friihste Startzeitpunkt bei
1021. Dieser Wert bezeichnet Februar 1985, denn 1021/12 ergibt 85,083333.
Schneidet man mit der f1oor Funktion die Dezimalstelle weg, bleibt 85 {ibrig.
Multipliziert mit 12 ergibt das Januar 1985, ndmlich 1020 Jahrhundertmonate.
Zu diesem Zeitpunkt kann das Splitting potenziell beginnen.

Indem der Januar als Monat Null gemessen wird, ist gewéhrleistet, dass auch
der Dezember (Monat 11) des Jahres 1993 als dem Jahr 1993 zugehorig definiert
ist. AnschlieBend wird eine neue Variable intervall gebildet, die nur zwei
giiltige Werte enthilt, ndmlich jeweils in Jahrhundertmonaten das fritheste Start-
jahr und das spéteste Endejahr der Jobepisode. Der Befehl summarize berechnet
den Minimal- und den Maximalwert dieser Variable. Beide Werte sind iiber ein
Makro ansprechbar (" r (min) ' bzw. " r (max) '). Nun wird eine forvalues-
Schleife gestartet, die alle Prozeduren innerhalb der Schleife schrittweise iiber
alle Werte von i durchfiihrt, wobei i ein Platzhalter fiir den jeweiligen Zeitpunkt
gemessen in Jahrhundertmonaten ist. Diese forvalues-Schleife lduft somit
vom Januar des frithesten Startjahres 1020 (= 1985) zum spitesten Endjahr 1200
(=2000). Nach dem Splitting werden mit merge m:1 (many-to-one) nach dem
Kriterium des Kalenderjahres zwei Kontextvariablen hinzugefiigt: die Arbeitslo-
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senquote und der Anteil Beschiftigter im Dienstleistungssektor. Bis Stata 11
kann joinby verwendet werden (hier durch den * auskommentiert). Vor 1990
(DDR) liegen dafiir keine Werte vor, weshalb die Fallzahlen des letzten streg
Modells deutlich geringer sind.

use $pfad/pre_split.dta, clear

gen endem_ = endem /*alter Endzeitpunkt zur Kontrolle*/
quietly sum startm

gen beginn = floor (r(min)/12)*12

quietly sum endem

gen fertig = floor (r(max)/12)*12

gen intervall=.

replace intervall=beginn if _n==

replace intervall=fertig if _n==

quietly sum intervall

forvalues i="r (min) ' (12) r (max) '{
expand 2 if startm < i' & endem >"1i'
bysort id startm: replace status_diff=0 if _n==1 & _N==
bysort id startm: replace endem="1' if _n==1 & _N==
bysort id startm: replace startm="1' if _n==
}
gen dur=endem-s
gen jahr = floor (startm/12) + 1900
list idn s e startm endem dur status_diff in 1/50, clean
merge m:1 jahr using $pfad/alo_die9.dta
*joinby Jjahr using $pfad/alo_die9.dta, unmatched (master)
sort id startm
list idn s e startm endem dur status_diff jahr alo ///
die_ant in 1/50, clean
stset dur, failure(status_diff=1) id(idn)
streg studium, dist (exp)
streg studium die_ant alo, dist (exp)

Andert sich infolge eines korrekten Splittings weder die Gesamt-Risikozeit noch
die Zahl der Ereignisse, hat das keine Auswirkungen auf die Modellschitzung.
Dies kann anhand eines Vergleiches der Modellschitzung streg studium,
dist (exp), die jeweils im Anschluss an die beiden Varianten des Episo-
densplittings durchgefiihrt wurde, iiberpriift werden. In beiden Féllen betragt die
Risikozeit 92614 Monate bei 305 Ereignissen. Splitten wir nur fiir den interve-
nierenden zeitabhéngigen Zustand ,,Kind unter 3 Jahren vorhanden®, erhalten wir
2621 Episoden und 3614 Subepisoden. Splitten wir aber nach Kalenderjahren,
erhalten wir 10075 Subepisoden — weil die Personen wesentlich haufiger das
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Kalenderjahr wechseln als sie Kinder bekommen. Das Schitzmodell kommt in
beiden Fillen zum selben Ergebnis: der Hazard Ratio fiir die Variable studium
betragt 0,5138154 und sein Standardfehler 0,0591098.

Bevor wir ein komplexeres Modell schétzen, sollte der aus der Prozedur re-
sultierende Datensatz sorgfiltig iiberpriift werden, weil mit dem Episodensplit-
ting eine grundlegende Transformation des Datensatzes vorgenommen wurde.
Darum sehen wir uns den Datensatz exp2.dta, bei dem das Splitting bereits
durchgefiihrt wurde, mit dem 1ist Befehl in Stata an.

use S$pfad/exp2.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
list start ende startm endem frau alo _t0 _t _d ///
in 58/70, clean

Der 1ist Befehl erzeugt fiir die angeforderten Variablen von drei Episoden den

unten stehenden Output. Davon endet die erste mit einem Ereignis, die zweite
mit einer Zensierung.

Tabelle 9:  Ausschnitt aus dem Datensatz nach dem Episodensplitting

start ende startm endem frau alo _to0 _t _d
1090 1120 1090 1092 1 10.2 0 2 0
1090 1120 1092 1104 1 10.2 2 14 0
1090 1120 1104 1116 1 14.4 14 26 0
1090 1120 1116 1128 1 15.4 26 38 0
1090 1120 1128 1140 1 15.7 38 50 0
1090 1120 1140 1152 1 14.8 50 62 0
1090 1120 1152 1160 1 16.6 62 70 1
1160 1166 1160 1164 1 16.6 0 4 0
1160 1166 1164 1166 1 19.1 4 6 0
1166 1200 1166 1176 1 19.1 0 10 0
1166 1200 1176 1188 1 19.2 10 22 0
1166 1200 1188 1197 1 18.7 22 31 0
1166 1200 1197 1200 1 18.7 31 34 0

Die urspriinglichen Episoden sind noch dadurch identifizierbar, dass die Variab-
len start und ende jeweils liber die Subepisoden konstant bleiben. Die aktuali-
sierten Start- und Endzeitpunkte, gemessen in Jahrhundertmonaten, werden
durch die Variablen startm und endem abgebildet. Stata rechnet das Modell
spater zwar auf Basis der Prozesszeitinformation _t0 und _t, allerdings wird
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die in den Jahrhundertmonaten enthaltene Kalenderzeitinformation unbedingt
bendtigt, um die Variable alo hinzuzufiigen (Arbeitslosenquote in %). Daher ist
es ratsam, die Jahrhundertmonate immer solange beizubehalten, wie man mit der
Datenorganisation beschiftigt ist. Auf die Prozesszeitebene wechselt man erst
kurz vor der Modellschdtzung. Hier erst erfolgt die Definition der Variable
dur_process, die gebildet wird durch endem - start. Erst durch den stset
Befehl erfihrt stata, dass es sich um Episodendaten handelt, die ereignisanaly-
tisch ausgewertet werden sollen. Dieser Befehl erzeugt auch die Variablen _to0,
_t und _d. Letztere zeigt an, ob am Ende der Episode ein Ereignis oder eine
Zensierung vorliegt.

Die Schitzung des in Tabelle 10 gezeigten Modells erfolgt mit dem streg
Befehl. Weil der Datensatz durch stset bereits als Episodendatensatz definiert
ist und damit die relevanten Informationen vorliegen, ndmlich die Prozesszeit
und der Zielzustandsindikator, muss keine abhéngige Variable mehr angegeben
werden. Mit der Option dist (exp)ist Stata aber mitzuteilen, dass aus der
Kategorie der parametrischen Ratenmodelle das Exponentialmodell gewahlt
wird, welches eine zeitkonstante Rate annimmt.

streg 1fx_n mps frau kind_u3 frauxXkindu3 studium ///
oeffdidl wvollzeit ko2 ko3 alo die_ant, dist (exp)

In Tabelle 10 ist zu sehen, dass sowohl die Berufserfahrung als auch das Presti-
geniveau des Ausgangsjobs negative Effekte auf die Aufstiegsrate aufweisen.
Gegeniiber Lehrabsolventen haben Hochschulabsolventen eine erhohte Auf-
stiegsrate, wiahrend die Rate im dffentlichen Dienst um den Faktor 0,638 gerin-
ger ist als in der Privatwirtschaft. Auch Vollzeitbeschéftigte haben geringere
Aufstiegsraten, was moglicherweise daran liegt, dass die Mobilitdt auf Teilzeit-
positionen insgesamt erhoht ist. Die Abschlusskohorten 1990 und 1995 weisen
geringere Aufstiegsraten auf als die Kohorte 1985. SchlieBlich ergibt sich aus
den zeitverdnderlichen Kontexteffekten der Arbeitslosenquote und der Tertiari-
sierung (d.h. % Beschéftigte im Dienstleistungssektor), dass eine hohe Arbeitslo-
sigkeit die Aufstiegsrate reduziert und eine hohe Tertiarisierung die Aufstiegsra-
te erhoht. Nimmt beispielsweise der Anteil der im tertidren Sektor Beschiftigten
um einen Prozentpunkt zu, steigt die Aufstiegsrate um den Faktor 1,094, bzw.
um 9,4%.
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Tabelle 10: Berufliche Aufstiege im ostdeutschen Transformationsprozess,
Exponentialmodell mit zeitverdnderlichen Kovariaten, Hazard

Ratios
Berufserfahrung (Mon.) 0982
Prestige (Wegener) 0.961™"
Frau (=1) 1.006
Kind u. 3 0.918
Frau * Kind u. 3 0.951
Studium (=1) 2.486™"
offentl. Dienst 0.638"
vollzeit 0.650"
Abschlusskohorte 1990 0.348""
Abschlusskohorte 1995 0.239™"
Arbeitslosenquote 0.918"
Tertiarisierung 1.094"
Observations 8961

Exponentiated coefficients
Tp<.1,"p<.05" p<.01," p<.001

6.5 Modelle mit stiickweise konstanter Rate (PCE)

Bisher haben wir relativ ausfiihrlich das Exponentialmodell beschrieben, das
eine im Zeitverlauf konstante Ubergangsrate annimmt. Das Verfahren des Epi-
sodensplittings ermoglicht es, die Effekte zeitverdnderlicher Kovariaten zu mo-
dellieren, so dass mogliche Zeitabhiingigkeiten der Ubergangsrate direkt durch
manifeste Variablen — ndmlich durch Verdnderung der erkldrenden Variablen
iiber die Zeit — abgebildet werden. Fiihren wir eine Vielzahl von zeitveranderli-
chen Kovariaten in das Modell ein und koénnen diese Kovariaten die Ubergangs-
rate gut erkldren, kann es durchaus sein, dass unter Kontrolle dieser zeitverdander-
lichen Kovariaten das Exponentialmodell den Prozess angemessen beschreibt.
Dies muss aber nicht so sein und ist auch nicht die Regel. Es stellt sich die Frage,
wie man am sinnvollsten mégliche Zeitverdnderlichkeiten der Ubergangsrate
abbildet, ohne Gefahr zu laufen, das Modell falsch zu spezifizieren und einen
Ratenverlauf anzunehmen, der nicht zu den empirischen Daten passt. Eine sehr
flexible und in der Anwendung relativ sichere Variante ist das sogenannte Pie-
cewise-Constant-Exponential-Modell (PCE), das auch als Modell mit stiickweise
konstanter Rate bezeichnet wird. Im Prinzip stellt dieses Modell ebenfalls eine
Anwendung des Episodensplittings dar, mit der Besonderheit, dass das Episo-
densplitting nun in der Prozesszeitdimension erfolgt.
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Dabei wird folgendermaBen vorgegangen: Die Prozesszeitachse wird entwe-
der nach substantiellen Uberlegungen oder auch relativ willkiirlich in Zeitinter-
valle untergliedert. Man kann in Lebensverlaufsanalysen, wie etwa der Wieder-
beschéftigung nach Arbeitslosigkeit, die Zeitachse z.B. alle drei Monate splitten.
Aufgrund dieser gesplitteten Daten werden nun Dummy-Variablen in das Modell
eingefiihrt, die das jeweilige Prozesszeitintervall identifizieren. Unterdriickt man
bei der Modellschiatzung die Regressionskonstante, dann kann man fiir jedes
Prozesszeitintervall die Ubergangsrate (unter der Bedingung der Kontrolle der
jeweiligen Kovariaten) schitzen. Weil man aber Zeitintervalle gebildet hat und
die Ubergangsrate nur zwischen den Intervallen, nicht jedoch innerhalb der In-
tervalle, variieren kann, wird die Zeitverinderlichkeit der Ubergangsrate durch
eine Treppenfunktion abgebildet. Dies entspricht der Art der Kontrolle der Zeit-
veranderlichkeit, die wir bereits aus dem diskreten logistischen Ratenmodell
kennen. Allerdings wurde das Piecewise-Constant-Exponential-Modell fiir steti-
ge Zeitmessungen entwickelt.

Die Ergebnisse des PCE-Modells sind analog zu denen des Exponentialmo-
dells zu interpretieren. Der Unterschied besteht nur darin, dass das Modell nicht
nur eine Konstante aufweist, sondern ebenso viele Konstanten wie Zeitintervalle,
also / Konstanten bei / Intervallen:

r(t)=exp(f, +x'B)

Diese intervallspezifischen Konstanten miissen bei Maximierung der Log-
Likelihood beriicksichtigt werden. Die Rate » wird hier nicht unter der Bedin-
gung einer sich stetig verdndernden Prozesszeit betrachtet, sondern nur spezi-
fisch fiir jedes der / Prozesszeitintervalle, die jeweils eigene Startzeitpunkte s
aufweisen und den aktuellen Beobachtungszeitpunkt ¢ enthalten (Blossfeld und
Rohwer 1995, S. 111). Die Rate hiangt damit nicht von der Differenz zwischen
den unterschiedlichen Prozesszeitpunkten ab, sondern von der Differenz A zwi-
schen den Intervallen [s,¢,/], was zu folgender Schreibweise der Log-Likelihood
fithrt:

In[L(r | Als,., 2,11, X ,i e S]=

Z[ﬁo,l[t,] + X+t Bx ]+

icE

Z [_ eXp(ﬂo,l[t,] +OX ++ X )e A[S[’tnl]]

ieS

Man ersetzt also den Term ¢ (vgl. Kapitel 6.3) durch A[s,¢,/] und berechnet in-
tervallspezifische Konstanten f ;). Die Rate ist nun r|A[s; ¢, /]. Wir schétzen nun
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zwei unterschiedliche PCE-Modelle sowie ein Exponentialmodell zum Vergleich
der Resultate hinsichtlich der Zeitabhéngigkeit der Rate.

use S$pfad/expl.dta, clear

stset dur_process, failure(status_diff==1) id(idn)
streg 1lfx mps frau studium ko2 ko3 , dist (exp)
stpiece lfx mps frau studium ko2 ko3, tp(0(12)48)
stpiece 1lfx mps frau ko2 ko3, tp(0(12)48) tv(studium)

In der Syntax wird das PCE-Modell durch den Befehl stpiece aufgerufen, der
zuvor mit findit stpiece gesucht und installiert werden muss. Die Zeitinter-
valle werden durch tp (0 (12) 48) definiert und tv (studium) gibt im zweiten
Modell an, welche Variable ihre Einflussstirke iiber die Zeit hinweg &ndern
kann. Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis: Tabelle 11 zeigt wieder Modelle fiir
berufliche Aufstiege. Ignorieren wir zunédchst die beiden Cox-Modelle in den
Spalten 1 und 2 (vgl. dazu unten). Im Exponentialmodell (Exp) in Spalte 3 sehen
wir keine Effekte der Kohorten, dafiir die gewohnten negativen Effekte der Be-
rufserfahrung und des Prestiges des Ausgangsjobs sowie den deutlichen positi-
ven Effekt fiir Hochschulabsolventen.

Verglichen mit dem PCE-Modell in Spalte 4 sind die Effekte des Modells
Exp nahezu identisch, wenngleich sich im PCE-Modell eine leichte Zeitabhan-
gigkeit — im Sinne eines Riickgangs der Rate iiber die Zeit — andeutet. Trotz
dieser Zeitabhédngigkeit ist das PCE-Modell in Spalte 4 aber ein proportional
hazards model, was bedeutet, dass die Effekte der unabhéngigen Variablen iiber
die gesamte Zeitachse hinweg konstant bleiben: unabhingig von der Baseline-
Hazard (d.h. der intervallspezifischen Regressionskonstanten) erhdhen oder
senken die erkldrenden Variablen die Rate immer um denselben Faktor. In Spalte
5 ist das anders (PCE tv()): Hier wurden periodenspezifische Effekte fiir den
Pradiktor studium modelliert, wodurch das Modell kein proportional hazard
model mehr ist. Die Unterschiede in den Raten zwischen Lehr- und Hochschul-
absolventen sind nicht zu jedem Zeitpunkt gleich, wenn der Effekt von studium
iiber die Zeit variiert. Wieder bleiben in diesem Modell die Effekte der Berufser-
fahrung und des Prestiges unverdndert. Man sieht aber, dass Hochschulabsolven-
ten vor allem in den ersten beiden Berufsjahren erhdhte Aufstiegsraten haben, im
dritten Jahr ist der Effekt nur noch auf dem 10%-Niveau signifikant. Auch im
Betrag nimmt der Koeffizient deutlich ab, was bedeutet, dass der Einfluss der
Variable studium iiber die Zeit an Relevanz verliert. Somit kann das PCE-
Modell in der Variante tv () die Einfliisse einer erkldrenden Variablen intervall-
spezifisch schitzen.
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Tabelle 11: Berufliche Aufstiege im ostdeutschen Transformationsprozess, Cox-
Modelle, Exponentialmodell und PCE-Modelle, Hazard Ratios

1 2 3 4 5
Cox Cox (tve())  Exp PCE PCE (tv())
Berufserfahrung 0.992""  0.992” 0.993" 0.992""  0.9927
Prestige (Wegener) 0.962""  0.962™ 0.9617" 0962 0.962""
Frau (=1) 1.115 1.112 1.120 1.114 1.111
Studium (=1) 2,081 4.861"" 2072 2.079" -
Abschlusskohorte 1990 0.857 0.875 0.923 0.867 0.890
Abschlusskohorte 1995 0.862 0.872 0.982 0.855 0.871
tpl 0-12 0.054™"  0.045™
tp2 12-24 0.044™"  0.040™"
tp3 24-36 0.0417"  0.044™
tp4 36-48 0.037°"  0.039"™
tp5 48+ 0.034™  0.045™"
tp1*Studium (=1) 2.923™
tp2*Studium (=1) 2.424™
tp3*Studium (=1) 1.740°
tp4*Studium (=1) 1.781
tp5*Studium (=1) 1.085
tve Studium (=1) 0.741"
Observations 2506 2506 2506 7158 7158

Exponentiated coefficients
“p<.1," p<.05" p<.01," p<.001

Wir kommen darauf sowohl beim Cox-Modell als auch bei den parametrischen
Modellen noch zuriick. Deutlich wird bei einem Vergleich der Modelle PCE und
Cox aber bereits jetzt, dass das flexible PCE Modell nahezu identische Schét-
zungen liefert, wie das ebenfalls flexible Cox Modell.

6.6 Cox-Regression

Ein sehr beliebtes und flexibles Modell der Ereignisanalyse stellt die Cox-
Regression dar. Dieses Modell kann zeitveranderliche Ubergangsraten abbilden,
ohne dabei eine a priori definierte Form der Zeitabhdngigkeit anzunehmen. Da-
bei wird keine Baseline-Hazard, also keine Regressionskonstante, spezifiziert,
sondern es werden nur die Risk Ratios (auch als ,relative Risiken® bezeichnet)
der Kovariaten modelliert.
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Im Gegensatz zu den bisher dargestellten Modellen der Ereignisanalyse ba-
siert die Cox-Regression nicht auf einer vollstindigen Log-Likelihood-Funktion,
sondern nur auf einer sogenannten Partial-Likelihood-Funktion. Wihrend bei der
vollen Likelihood-Funktion jede einzelne Beobachtung eine unabhéngige Infor-
mation zur Likelihood beitrégt, resultiert die Partial-Likelihood aus Einzelbeitra-
gen nur jener Fille, die tatsdchlich ein Ereignis erleben. Das bedeutet aber kei-
neswegs, dass die zensierten Fille ignoriert werden. Die zensierten Fille gehen
fiir jede Episode, die zum jeweiligen Zeitpunkt ¢ ein Ereignis erlebt, in das Risk-
Set ein. Die Cox-Regression ldsst sich folgendermalen darstellen:

r(t) = h(t) e exp(x'p)

Man schitzt durch exp(x‘p) Hazard Ratios. Dabei wird die sogenannte Baseline-
Hazardrate /(?), die im PCE-Modell durch die periodenspezifischen Konstanten
Boipi; abgebildet wird, im Cox-Modell nicht geschétzt. Man kann sagen, dass
beim Cox-Modell die Wahrscheinlichkeit geschétzt wird, dass es gerade das
jeweilige Individuum i ist, das zum Zeitpunkt ¢ ein Ereignis erlebt (vgl. unten).
Die Cox-Regression basiert allerdings auf der Annahme, dass alle Beobachtun-
gen ihre Ereignisse zu unterschiedlichen Zeitpunkten (in der Prozesszeit) erleben
und keine sogenannten ties vorliegen. Ein tie (Verbindung) liegt vor, wenn zwei
Episoden dieselbe Verweildauer aufweisen und sie darum nicht in einer Reihen-
folge der Ereigniszeiten angeordnet werden konnen. Fiir die Schitzung der Koef-
fizienten durch das Partial-Likelihood-Verfahren ist letztlich der genaue Zeit-
punkt des Ereignisses nicht relevant, sondern es geht nur um die Reihenfolge der
Beobachtungen gemél den Ereigniszeiten. Das ist gemeint, wenn die Cox-
Regression als semi-parametrisches Modell bezeichnet wird.

Firr die Modellschitzungen werden alle Episoden der Ereignismenge zu-
nichst im Datensatz nach ihrer Verweildauer sortiert. Dies ist anhand eines klei-
nen, fiktiven Beispiels in Tabelle 12 dargestellt (Box-Steffensmeier und Jones
2007, S. 53). Anhand dieser Tabelle, in Kombination mit der Formel fiir die
Partial-Likelihood, ldsst sich das Verfahren der Cox-Regression am besten ver-
anschaulichen. Nicht jede Beobachtung leistet einen Beitrag zur Partial-
Likelihood, sondern nur Beobachtungen, die mit einem Ereignis enden. In Tabel-
le 12 leistet also die Beobachtung mit der ID-Nummer 5 keinen eigenstindigen
Beitrag zur Partial-Likelihood-Funktion. Sie wird aber dennoch beriicksichtigt,
indem sie in das Risk-Set der ID-Nummer 1 eingeht. Die ID-Nummer 1 erlebt
ein Ereignis (des=1) nach drei Monaten. Wihrend dieser drei Monate waren
auch alle anderen Fille dem Risiko ausgesetzt, einschlieBlich des zensierten
Falles 5. Der Unterschied besteht darin, dass der Fall 5 nach drei Monaten nicht
mit einem Ereignis, sondern mit einer Zensierung endet. Dennoch geht er, wie
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die Formel zur Berechnung von P1 zeigt (siche unten), in das Risk-Set mit ein.
Die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt 1 ein Ereignis zu erleben, lésst sich dhn-
lich abbilden wie in der multinomialen logistischen Regression (vgl. Kapitel 9).

Tabelle 12: Beispieldatensatz flir die Cox-Regression
ID t X des

1 3 13 1
2 5 10 1
3 9 9 1
4 17 8 1
5 3 10 0

x=Bildungsjahre

Betrachtet man die Formel fiir die Einzelbeitrdge zur Partial-Likelihood, dann
wird deutlich, dass jeder Einzelbeitrag die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass es
gerade Person i ist, die zum jeweiligen Zeitpunkt ein Ereignis erlebt. Der Daten-
satz ist sortiert nach den Dauern bis zum Ereigniseintritt: Im Zahler eines jeden
Einzelbeitrages steht exp(p‘x) immer fiir jene Person, fiir die gerade zu ¢ ein
Ereignis festgestellt wird. Im Nenner steht das fiir jeden Einzelbeitrag spezifi-
sche Risk-Set, also die Summe aller exp(p¢x) fiir alle jene Fille, die zum Zeit-
punkt # des Ereignisses von Fall i noch kein Ereignis erlebt haben — und daher
noch at risk sind.

p _ exp(x[(t[)ﬁ) = Pl .PZQP3.P4
=P ‘H > exp(x,(1,)B)

IeR (1))

Beginnen wir den Versuch, die Logik der Partial-Likelihood nachzuvollziehen,
,,von hinten“. Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit P, fiir den Fall mit der ID-
Nr. 4, ein Ereignis zu erleben. Fall 4 weist ein Ereignis nach t=17 Monaten auf.
Zu diesem Zeitpunkt des Warteprozesses befindet sich kein Fall mehr im Risk-
Set, auch der zensierte Fall mit der ID-Nr. 5 ist bereits ausgetreten. Nach der
obigen Formel fiir die Partial-Likelihood wére der Beitrag der ID-Nr. 4:

P = exp(X, (14,17))B) -1
exp(X, (14,17))B)
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Der Beitrag zur Likelihood wire damit neutral, er beeinflusst die Partial-
Likelihood nicht (logarithmieren wir die Beitrdge, wire der Beitrag zur Summe
der Log-Likelihood gleich Null). Dies liegt daran, dass kein Fall mehr existiert,
der das Risk-Set im Nenner iiber die Person ID-Nr. 4 hinaus erweitern konnte.
Aber die ID-Nr. 4 trigt zu den Risk-Sets aller anderen Félle bei, die ihre Ereig-
nisse vorher erlebten.

Anders sieht das bei der ID-Nr. 3 aus, fiir die wir den Wert P; berechnen: sie
erlebt zum Zeitpunkt t=9 ein Ereignis, aber zu diesem Zeitpunkt ist auch noch
ID-Nr. 4 Teil des Risk-Sets, weil sie noch kein Ereignis erlebt hat. ID-Nr. 5 ge-
hort dem Risk-Set zu t=9 hingegen nicht mehr an, weil sie zu t=3 mit einer
Rechtszensierung ausgeschieden ist. Der Beitrag zur Partial-Likelihood ist damit:

Ol exp(sf)
FOlx)+rO1x,)  exp(e,f)+exp(x,f)

3

Der néchst frithere Zeitpunkt, an dem ein Ereignis eintritt, ist der Zeitpunkt t=5
Monate bei der ID 2. Daher steht nun im Zéhler r(5[x;). Hier wird die Rate be-
rechnet, nach fiinf Monaten ein Ereignis zu erleben, und zwar im Zéhler unter
der Bedingung der spezifischen Kovariatenwerte der Person 2. Im Nenner steht
die Rate, nach fiinf Monaten ein Ereignis zu erleben, fiir alle diejenigen, die nach
fiinf Monaten noch dem Ereignisrisiko ausgesetzt sind — jeweils mit deren spezi-
fischen Kovariatenkonstellationen. Dies sind nur noch drei Personen, da die
Personen mit der ID-Nummer 1 und mit der ID-Nummer 5 nicht mehr dem Risk-
Set angehoren. Sie sind bereits nach drei Monaten entweder durch ein Ereignis
(ID 1) oder durch eine Zensierung (ID 5) aus dem Risk-Set gefallen. Im Nenner
zu P, stehen also noch die Raten der Personen 2 (t=5), 3 (t=9) und 4 (t=17).

_ r(5|xz)
T r(51x,) +r(5| x,) + (5| x,)

2

Fiir den ersten beobachteten Ereigniszeitpunkt steht im Zéhler exp(p¢x) fiir jene
Person mit der ID 1, die zum ersten Zeitpunkt ein Ereignis erlebt, also nach drei
Monaten (P). Die Aussage, dass die Partial-Likelihood im Prinzip die Wahr-
scheinlichkeit darstellt, dass es jeweils Person i ist, die zum aktuellen Zeitpunkt ¢
ein Ereignis erlebt, ergibt sich aus dieser Logik: Im Nenner steht jeweils
exp(Bx) fiir alle Personen, die zu dem Zeitpunkt, an dem die betreffende Person
ihr Ereignis erlebt, auch noch dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt sind. In
Fall P, sind das alle fiinf Personen, auch die Person mit der ID 5, da sie ja zum
Zeitpunkt des Ereignisses von ID 1 noch kein Ereignis erlebt hat, sondern trotz
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ihrer Zensierung zu t=3 noch dem Risiko eines Ereignisses ausgesetzt war. Zum
ersten Zeitpunkt t=3 ist das Risk-Set noch recht umfangreich:

pP= r(x)
CrBlx) 413l x) + (] xy) + (3] x,) + (3] x)

Bei der Partial-Likelihood-Schétzung wird nun fiir jeden Zeitpunkt, an dem ein
Ereignis eintritt, in der eben beschriebenen Weise der Wahrscheinlichkeitsbei-
trag einer jeden Person, deren Episode mit einem Ereignis endet, berechnet und
nach der Formel fiir die Partial-Likelihood als Produkt aufkumuliert. Dieses
Kettenprodukt lduft iiber alle Personen des Datensatzes, die ihre Episoden mit
einem Ereignis beenden (i€ E, d.h. Ereignismenge), wihrend die rechtszensier-
ten Fille bis zum Zensierungszeitpunkt im Risk-Set verbleiben und damit im
Nenner des Ausdrucks beriicksichtigt werden. Bei der Partial-Likelihood-
Schitzung werden nun wieder unter Kenntnis der jeweiligen Werte fiir x der
erklarenden Variablen iterativ Werte fiir die Beta-Koeffizienten eingesetzt, so-
lange, bis die Partial-Likelihood-Funktion ihr Maximum erreicht. In der Praxis
wird auch hier wieder eine Log-Likelihood verwendet. Die Cox-Regression
schitzen wir mit den folgenden Befehlen:

use S$pfad/expl.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)

stcox 1lfx mps frau studium ko2 ko3

stcox 1fx mps frau studium ko2 ko3, tvc(studium) ///

texp (ln(_t))

centile dur_process 1if e (sample), centile(50) /*Median*/
disp In(r(c_1)) /*3.2188758*/

stcox 1fx mps frau studium ko2 ko3, tvc(studium) ///
texp(ln(_t)-3.2188758)

Erklarungsbediirftig ist dabei die Optionen in der zweiten stcox Schétzung:
Stata wird durch die tvc () Option mitgeteilt, dass die erkldrende Variable
studium ihre Einflussstérke iiber die Zeit dndern kann. Technisch geschieht dies
durch eine Interaktion von studium mit der logarithmierten Prozesszeit, aller-
dings werden hier auch manchmal alternative Transformationen der Prozesszeit
verwendet. Die Art der Messung der Prozesszeit wird durch die Option texp ()
angegeben. Beispielsweise kann die logarithmierte Prozesszeit 1n (_t) auch um
den logarithmierten Median der Prozesszeit zentriert werden (Blossfeld et al.
2007).
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Die Ergebnisse der beiden Cox-Regressionen (nicht-proportional mit
texp (1n(_t)) ) sind in Tabelle 11 (S. 145) dargestellt. Ein Vergleich des Cox-
Modells in Spalte 1 (Cox) mit dem Exponentialmodell in Spalte 3 (Exp) zeigt,
dass beide Modelle im Wesentlichen dasselbe Ergebnis liefern. In Spalte 2 sehen
wir eine nicht-proportionale Cox-Regression, bei der der Effekt der erkldrenden
Variable studium als ,,zeitverdnderliche* Kovariate modelliert wurde (tvc =
time varying covariate). Wichtig ist hier der Hinweis auf die unterschiedliche
Bedeutung des Begriffs ,zeitverdnderlich® im Vergleich zu den zeitveridnderli-
chen Kovariaten, die wir liber das Verfahren des Episodensplittings kennenge-
lernt haben: Wiahrend beim Episodensplitting die erkldrenden Variablen ihre
Werte im Zeitverlauf dndern, meint ,,zeitverdnderlich® beim Cox-Modell, dass
die Effektstirken der erklirenden Variablen iiber die Dauer des beobachteten
Prozesses hinweg variieren. Genau dies wird uns weiter unten bei der Darstel-
lung und Diskussion der parametrischen Modelle unter dem Begriff des Formpa-
rameters wieder begegnen. Immerhin ergibt sich aus dem Cox-Modell (Cox
(tve())) in Spalte 2 ein dhnliches Szenario, wie im PCE-Modell mit periodenspe-
zifischen Effekten in Spalte 5 (Tabelle 11, S. 145): Der Effekt von 0,741 der
Variable ,,tvc Studium (=1)* ist kleiner als 1, folglich reduziert sich der Effekt
der Variable studium iiber die Zeit. Mit anderen Worten: Der Effekt dieser
Variable ist unmittelbar zu Beginn des Prozesses positiv und erhoht die Auf-
stiegsrate um den Faktor 4,861, der Effekt wird aber mit jedem Monat um den
Faktor 0,741 kleiner.

Ubrigens: Es spricht nichts dagegen, das Episodensplitting als ,,echte” Me-
thode der Einbeziehung zeitverdnderlicher Kovariaten auch im Cox-Modell an-
zuwenden (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 222).

Aus der Logik der Partial-Likelihood sollte deutlich geworden sein, dass fiir
die Modellschitzung der Cox-Regression der genaue Zeitpunkt des Ereignisses
faktisch irrelevant ist. Es werden nur die Reihenfolgen der Beobachtungen ge-
maf der Ereigniszeiten beriicksichtigt und dadurch das Risk-Set immer fiir jeden
Fall neu berechnet. Die Episoden der Ereignismenge (i€ E) werden zunédchst
sortiert nach der Verweildauer. Nur Beobachtungen, die mit einem Ereignis
enden, leisten einen unabhingigen Beitrag, d.h. es gibt keinen eigenstindigen
Beitrag von ID-Nr. 5. Sie geht aber zu jedem Zeitpunkt, den sie ohne Ereignis
noch erlebt, ins Risk-Set ein.

In dem einfachen Beispiel in Tabelle 12 lieBen sich die Ereigniszeiten unse-
rer Fille problemlos in eine Reihenfolge bringen, denn alle Beobachtungen erle-
ben ihre Ereignisse zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Wire der Datensatz aber
realistischerweise grofler, wiichse auch die Wahrscheinlichkeit, dass ein oder
mehrere Félle ihr Ereignis zum selben Zeitpunkt, z.B. nach 9 Monaten, erleben.
Solche Fille werden als ties (Verbindungen) bezeichnet. Eine eindeutige Reihen-
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folge ist nun nicht mehr moglich. Zwei Félle mit demselben Ereigniszeitpunkt
miissten dann fiir sich wechselseitig jeweils Teil des Risk-Sets sein. Der Beitrag
zur Likelihood, gegeben das jeweilige Risk-Set, kann nicht eindeutig berechnet
werden. Daher sind Korrekturmethoden erforderlich, z.B. jene von Breslow
(Cleves et al. 2008, S. 151; Box-Steffensmeier und Jones 2007, S. 55).

Nehmen wir an, die Ereigniszeitpunkte von Fall 2 und Fall 3 wiren ver-
kniipft. Beide Fille sind jeweils wechselseitig im Risk-Set. Bei der Korrekturme-
thode von Breslow werden fiir jeden der beiden Fille beide Raten multipliziert
und das Resultat anschlieBend mit 2 multipliziert. Der Term P,;+P3, ist nun der
gemeinsame Beitrag zur Partial-Likelihood — sie leisten somit also keine separa-
ten Beitrige.

P.= 5 . n _ N
B B 2 7.
n+rn+r, n+r+r (nh+n+r) Py+P,=2e 23

(r +r3+r4)2

Po= £ . ) _ hh
32 T - 2
n+r+r Lt+rn+rn (LR +7)

Eine weitere Besonderheit der Cox-Regression besteht darin, dass sie keine Kon-
stante hat. Aus der Cox-Regression konnen somit keine Vorhersagen der abhin-
gigen Variablen, wie man es von der Regression eigentlich gewohnt ist, abgelei-
tet werden. Formal hat das Cox-Modell folgende Form (vgl. oben):

r(1) = exp(In(/ (1)) + x'B) = h(2) e exp(x'B)

Die Baseline-Hazard-Funktion /() wird im Cox-Modell nicht berechnet. Die
Konstante kann aber approximiert werden. Dafiir existieren unterschiedliche
Vorgehensweisen (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 231). Es konnen sowohl die
kumulative Hazardfunktion als auch die Survivorfunktion jener Teilpopulation,
in der alle Kovariaten den Wert Null aufweisen, vorhergesagt werden (Cleves et
al. 2008, S. 138), wodurch allgemeine Vorhersagen der Raten und der Survivor-
funktion in Abhédngigkeit von der jeweiligen Kovariatenkonstellation moglich
sind. In stata geschieht dies durch die Optionen basehc und basesurv, die
zwei neue Variablen generieren (hier als r_t und G_t bezeichnet):

use S$pfad/expl.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
stcox 1fx mps frau studium ko2 ko3, ///

basehc (r_t) basesurv (G_t)
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Schitzen wir ein Cox-Modell ohne Kovariaten, dann berechnet basesurv den
Kaplan-Meier-Schitzer und basehc den kumulativen Nelson-Aalen-Schétzer fiir
die Baseline-Ubergangsrate (dazu Cleves et al. 2008, S. 139). Sind die kumulier-
te Baseline-Ubergangsrate und die Baseline-Survivorfunktion berechnet, kann
mit dem stcurve Befehl die Form der Rate visualisiert werden, es konnen aber
auch aus dem Cox-Regressionsmodell konditionale Survivorfunktionen darge-
stellt werden. Hilfreich ist dies im Cox-Modell, weil man in der Regel an der
empirisch offenen Verlaufsform der Rate liber die Zeit interessiert ist. Selbstver-
stdndlich ist der stcurve Befehl nicht auf die Verwendung im Anschluss an
stcox beschrinkt. In allen anderen Modellen, in denen die Konstante bzw. die
Baseline-Hazardfunktion direkt spezifiziert wird, ist ihre Approximation auch
nicht erforderlich. Bei komplexeren parametrischen Modellen, etwa beim gene-
ralisierten Gamma-Modell (Cox et al. 2007), das nur in der AFT-Metrik ge-
schitzt werden kann (siehe unten), ist st curve hilfreich bei der Erstellung kon-
ditionaler Effektplots.

Im Folgenden nutzen wir den stcurve Befehl im Anschluss an stcox fiir
die Vorhersage der Rate und der Survivorfunktion beruflicher Aufstiege von
Lehr- und Hochschulabsolventen auf Basis des geschétzten Modells:

stcurve, survival at (studium=0) at (studium=1)
stcurve, hazard at (studium=0) at (studium=1)

Abbildung 24: Hazardrate und Survivorfunktion fiir berufliche Aufstiege
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Bei der Darstellung werden fiir die Variable studium die Werte Null und Eins
eingesetzt und damit fiir diese Werte separate Funktionen geplottet. Alle anderen
im Modell vorhandenen erklirenden Variablen werden in stcurve fiir diese
Darstellung beim Mittelwert konstant gehalten. Gibe man mit at () keine Werte
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vor, dann wiirde man auch nur eine Funktion erhalten, die Beobachtungen mit
mittleren Werten bei allen erklarenden Variablen reprisentiert.

Ein weiteres Problem der Cox-Regression besteht darin, dass sie sensitiv auf
eine Verletzung der Proportionalititsannahme reagieren kann. Wie wir oben
gesehen haben, basiert das Verfahren der Partial-Likelihood darauf, dass zu je-
dem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis eintritt, ein Beitrag zur Partial-Likelihood-
Funktion erzeugt wird. In jedem einzelnen Beitrag ist der Effekt der Kovariaten
enthalten (vgl. Tabelle 12, S. 147). Das Modell nimmt an, dass der Effekt einer
Kovariaten von Beitrag zu Beitrag (und damit von Zeitpunkt zu Zeitpunkt) kon-
stant ist. Weil aber ebenso viele Zeitpunkte betrachtet werden wie Fille mit Er-
eignis im Datensatz enthalten sind, gibt es gleichsam viele Gelegenheiten fiir
zeitvariierende Kovariateneffekte. Zwar konnte man dasselbe Argument z.B.
auch gegen das PCE-Modell einwenden, aber im PCE-Modell wird iiber die
Zeitintervalle die Prozesszeitabhéngigkeit deutlich grober modelliert. Das einfa-
che PCE-Modell basiert ebenfalls auf der Annahme der Proportionalitdt der Ef-
fekte liber die Zeit, weshalb die Mdglichkeit der Erweiterung um die Modellie-
rung intervallspezifischer Effekte im PCE-Modell sehr wichtig ist.

Es gibt in stata mehrere Moglichkeiten, die Proportionalititsannahme zu
priifen. Ist die Annahme erfiillt, lasst sich der Effekt einer erkldrenden Variablen
als Hazard Ratio darstellen: Erhoht sich eine erklirende Variable um eine Ein-
heit, erhoht sich die Ubergangsrate um den Faktor exp(B), wenn B > 0. Der Ha-
zard Ratio bleibt iiber den gesamten beobachteten Prozess konstant (Proportiona-
litdt). Betrachten wir eine erklarende Variable x; mit zwei Werten x und x

1) exp(uf) .
@) opepy PG rIA

Trifft die Proportionalitdtsannahme zu, miisste auch das Verhéltnis der logarith-
mierten Survivorfunktionen fiir die beiden Gruppen mit x und x’ gleich dem
Verhiltnis der beiden Raten sein (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 225):

log(G(t| %) _

log(G(| xk)) exp{(x; —x,) B}

Umformen und Wechsel des Vorzeichens ergibt
~log(G(t ] x,)) = ~1og(G(| x,)) ® exp{(x, —x,) 5}

Die Logarithmierung beider Seiten filihrt zu:
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log[~log(G(t | x;))] = log[~log(G(¢ | x; D] ® {(x, = x)B,}

Bilden wir diese Werte iiber log(?) ab, miissten wir bei Proportionalitit des Ef-
fektes zwei anndhernd parallele Linien erhalten (Cleves et al. 2008, S. 204).
Testen wir die Proportionalitét fiir Hochschul- und Lehrabsolventen: Wir konnen
eine Grafik in Stata generieren, wenn wir nach der Schitzung unseres letzten
Cox-Modells (sieche oben) den Befehl stphplot, by (studium) eingeben. Wir
sahen oben in Tabelle 11, dass im Modell Cox(tvc) der Effekt der Variable Stu-
dium iiber die Zeit signifikant kleiner wird. Auch in der Abbildung 25 deutet
sich an, dass die beiden Linien zumindest nicht ganz parallel zueinander verlau-
fen, weshalb die Annahme der Proportionalitit in diesem Fall zumindest kritisch
zu sehen ist. Problematisch an diesem grafischen Diagnoseverfahren ist jedoch,
dass wir keine klare Entscheidungsregel haben, aufgrund derer wir eine Grafik
als akzeptabel oder kritisch beurteilen kdnnen. Wir hatten aber oben bereits ein
nicht-proportionales Cox-Modell geschitzt, bei dem die Effektstirke von stu-
dium signifikant {iber die Zeit variierte.

Abbildung 25: Grafischer Test der Proportionalitditsannahme des Cox-Modells,
Aufstiege von Hochschul- und Lehrabsolventen
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Mit der Schitzung nicht-proportionaler Cox-Modelle haben wir eine Diagnose
und Therapie zugleich: Verdndert eine erkldrende Variable ihre Einflussstéirke
iiber die Zeit, dann ist fiir diese Variable die Annahme der Proportionalitit ver-
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worfen; der Effekt wird aber bereits als nicht proportionale Einflussgrofie ge-
schitzt.

Sind die erkldrenden Variablen, fiir die man einen Verstofl der Annahme der
Proportionalitét feststellt, kategorial, gibt es eine weitere attraktive Mdglichkeit
des Umgangs mit dem Problem der Nicht-Proportionalitit, ndmlich das stratifi-
zierte Cox-Modell. Dabei wird der Datensatz nach den Kategorien der erkldren-
den Variable aufgeteilt und die Modellschitzung separat fiir jedes Subsample
durchgefiihrt. Natiirlich bedeutet die dadurch jeweils stark abnehmende Fallzahl
einen enormen Effizienzverlust, und die einfache Aufteilung in kategorienspezi-
fische Subsamples empfiehlt sich nur bei grolen Datensétzen.

Bei kleineren Datensitzen besteht die Moglichkeit, durch Setzung von cons-
traints die Schétzkoeffizienten iiber die Teildatensdtze hinweg auf jeweils ge-
meinsame Werte zu fixieren (Allison 2009, S. 74). Dies ist liber eine gemeinsa-
me Partial-Likelihood-Schidtzung moglich, bei der zum einen das Produkt der
Einzelbeitrage zur Log-Likelihood innerhalb der Gruppen gebildet wird und
diese Produkte dann wiederum iiber die Gruppen G aufmultipliziert werden
(Blossfeld et al. 2007, S. 237). Im stratifizierten Cox-Modell mit constraints
variiert also die unspezifizierte Baseline-Hazardrate zwischen den Gruppen.
Weil diese Baseline zur Vorhersage der Rate benétigt wird (und daher fiir den
Befehl st curve extra iliber spezielle Verfahren approximiert werden muss, siche
oben), ist auch der Gesamtbetrag der Rate gruppenspezifisch:

Ty ()= hg * exp(x;(#,)P)

In der Formel fiir die Partial-Likelihood des stratifizierten Cox-Modells sind die
Subskripte wichtig: Bei dem inneren Produktzeichen ist jeder Fall i Teil der
Ereignismenge E, d.h. nur unzensierte Félle leisten einen Beitrag. Zu dem E
gehort jedoch noch ein Subskript g, was bedeutet, dass die Multiplikation zu-
néchst innerhalb der G Gruppen stattfindet, und anschlieend iiber die G Grup-
pen multipliziert wird. Im Nenner der Formel fiir die Einzelbeitrdge zur Partial-
Likelihood steht unter dem Summenzeichen, dass i Element der Risikomenge R
sein muss, und die Risikomenge wiederum wird gruppenspezifisch definiert.
Demnach gehdren nur jene Félle zur jeweiligen Risikomenge, die derselben
Gruppe g angehoren, wie der jeweilige Fall mit dem Ereignis im Zghler.

7. exp(x, (£,)B)
g i€k, Z exp(xi(ti)ﬁ)

ieR, (1)
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Der Nachteil eines stratifizierten Cox-Modells scheint auf den ersten Blick darin
zu bestehen, dass man fiir jene erkldrende Variable, die die Stratifizierung be-
stimmt, keinen Effekt schitzen kann. Wie in nahezu jedem Regressionsmodell
werden im Cox-Modell die Effekte kategorialer erkldrenden Variablen in Bezug
auf eine Referenzkategorie interpretiert. Im Cox-Modell stellt die unspezifizierte
Baseline-Hazardrate — also im Prinzip eine zeitverdnderliche Regressions-
konstante — die Referenzkategorie dar. Ist aber die Verteilungsform der Baseline-
Hazardrate nicht iiber die Kategorien der kategorialen erkldrenden Variablen
identisch, kann auch kein relatives Risiko geschitzt werden. Man kann also kei-
nen eindeutigen Effekt einer Stratifizierungsvariablen schitzen.

Schétzen wir unterschiedliche Varianten des Cox-Modells mit der folgenden
Syntax und vergleichen die Koeffizienten:

use S$pfad/expl.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1)

stcox mps 1fx frau vollzeit ko2 ko3 /*Cox 1*/

stcox mps 1lfx frau vollzeit ko2 ko3 studium /*Cox 2*/
/*stratifiziert*/

stcox mps lfx frau vollzeit ko2 ko3, strata(studium)
/*nur Lehrabsolventen*/

stcox mps 1lfx frau vollzeit ko2 ko3 if studium ==
/*nur Hochschulabsolventen*/

stcox mps 1lfx frau vollzeit ko2 ko3 if studium ==

Tabelle 13: Varianten der Cox-Regression im Vergleich,

Cox 1 Cox 2 Cox 3 Cox 4 Cox 5

Strata= nur nur

Studium  Lehre Hochschule
Prestige (Wegener) 0.9687 0961 0.961  0.9527 0960
Berufserfahrung 0.993"  0.992™" 09937  0992°  0.994"
Frau (=1) 1.187 1.093 1.087 13817 0.822
vollzeit 0.639" 0.628"  0.623" 0.779 0.496""
Abschlusskohorte 1990 0.867 0.862 0.893 0.895 0.769
Abschlusskohorte 1995  0.813 0.845 0.875 0.499™  1.430
Studium (=1) 2.100™"
Observations 2506 2506 2506 1021 1485

Exponentiated coefficients
Tp<.1, p<.05 " p<.01,” p<.001

Wir sehen in den Modellen Cox 4 und Cox 5, dass die separaten Schitzungen
tatsdchlich mit einem Effizienzverlust einhergehen (N=1021, bzw. N=1485). So
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sind die Effekte der Berufserfahrung im Betrag zwar sehr dhnlich, aber in den
Modellen Cox 4 und Cox 5 sind die Schitzungen weniger effizient.

6.7 Die Verbindung von Theorie und Daten durch parametrische
Ratenmodelle

Die Schitzung eines parametrischen Modells der Ereignisanalyse impliziert, dass
man den Verlauf (bzw. die Verteilung) der Rate tiber die Zeit nicht empirisch aus
den Daten ermittelt, wie das beim Cox-Modell der Fall ist, sondern die Verlaufs-
form der Rate tiber die Zeit a priori festlegt. Wir hatten solch ein Modell bereits
geschitzt und interpretiert, ndmlich das Exponentialmodell. Dieses Modell ba-
siert auf der Annahme, dass sich die Rate im Zeitverlauf nicht dndert. Wie wir
anhand des PCE-Modells gesehen haben, kann diese Annahme restriktiv,
manchmal sogar extrem unrealistisch sein. In der Regel variiert die Rate iiber die
Zeit allein schon deshalb, weil wir es mit unbeobachteter Heterogenitdit zu tun
haben, was bedeutet, dass wir in unserem Modell nicht alle auf die Rate ein-
wirkenden Faktoren erfassen kénnen. Warum dies so ist, werden wir weiter un-
ten besprechen. Zunichst ist festzuhalten, dass die Rate in sehr unterschiedlicher
Weise iiber die Zeit verteilt sein kann: Sie kann ab- oder zunehmen. Sie kann
einer Glocken- oder Sichelform folgen. Dariiber hinaus wiren auch Badewan-
nen- oder sogar Sinusformen denkbar. Die Form einer Badewanne, bei der die
Rate zunidchst hoch ist, steil abnimmt, relativ lange auf einem konstanten Niveau
bleibt und am Ende wieder steil zunimmt, konnte die Mortalitdtsraten in Ent-
wicklungsldndern abbilden, in denen die Kindersterblichkeit hoch ist und an-
schlieBend einem reinem Zufallsprozess folgt, wenn die Neugeborenen nach ca.
einem Jahr aus dem Grobsten raus sind. Mit dem Alter nimmt die Mortalitdtsrate
dann wieder steil zu.

Parametrische Modelle basieren auf mathematischen Funktionen, die in Ab-
hingigkeit von bestimmten, empirisch zu schitzenden Parametern, den Formpa-
rametern, auf eine bestimmte Form festgelegt sind. Auf den ersten Blick mag
uns diese Festlegung als lédstige Inflexibilitdt erscheinen — warum soll man den
Ratenverlauf a priori festlegen, wenn doch flexible Verfahren wie PCE-Modell
oder Cox-Regression den Verlauf direkt aus den Daten heraus abbilden? Immer-
hin setzt man sich durch die a priori Festlegung der Verteilungsform der Rate
tiber die Zeit dem Risiko aus, dass das Modell fehlspezifiziert und nicht an die
Daten angepasst ist. Aber ganz so einfach ist der Sachverhalt nicht. Es kommt
darauf an, ob man einem streng deduktiven erkenntnistheoretischen Ansatz folgt
bzw. wie ernst man das Gebot des deduktiven, Hypothesen testenden Vorgehens
bei der statistischen Analyse nimmt: Der eindeutige Vorteil der parametrischen
Modelle erscheint im iiberhitzten Alltag der schnellen Datenanalyse womoglich
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als Nachteil. Aber der parametrische Ansatz zwingt uns immerhin, vor der Mo-
dellschiitzung klare theoretische Uberlegungen dariiber anzustellen, welche rele-
vanten Faktoren im Modell kontrolliert und welche wichtigen weiteren unbeo-
bachteten Faktoren mit der Verteilung der Rate iiber die Zeit korreliert sind. Auf
der Basis griindlicher theoretischer Voriiberlegungen wird man eine Hypothese
z.B. liber das Vorzeichen des Formparameters aufstellen, weil man eine be-
stimmte Erwartung iiber die Form des Ratenverlaufs hat. Auch diese a priori
formulierte Hypothese wird dann mit dem parametrischen Modell getestet.

So kann das Weibull-Modell (vgl. unten) sowohl iiber die Zeit steigende als
auch fallende Raten abbilden. Zudem enthilt es als Sonderfall das Exponential-
modell (konstante Rate). Obwohl die Rate theoretisch allen moglichen Vertei-
lungsformen iiber die Zeit folgen kann, verwendet man in der empirischen For-
schung in der Regel nur eine begrenzte Menge an Modellen, die auch in der
géngigen Statistiksoftware verfiigbar sind. In Stata standardméBig implemen-
tiert und liber den streg Befehl abrufbar sind neben dem Exponentialmodell
mathematische Funktionen bzw. Modelle sowohl fiir steigende und fiir fallende
Raten (Gompertz und Weibull), Modelle fiir zundchst steigende und anschlieBend
wieder fallende Raten (Log-Logistisch und Log-Normal), sowie das flexible
generalisierte Gamma-Modell, welches auch U-formige Verldufe abbilden kann.
Im Vergleich zum Exponentialmodell beinhalten z.B. das Weibull- und das Log-
Logistische Modell einen zusitzlichen Parameter, dessen Wert aus den Daten
geschitzt wird. Dieser Parameter entscheidet iiber die Verteilungsform der Rate
liber die Zeit. Dagegen hat das flexible generalisierte Gamma-Modell sogar zwei
Formparameter. In diesem Modell bestimmt die Kombination der geschitzten
Werte beider Formparameter die Verteilungsform der Rate. Allerdings ist ein
Modell umso sparsamer, je weniger Parameter es enthédlt. Wenn z.B. dass Expo-
nentialmodell gegeniiber dem Weibull-Modell (welches einen zusidtzlich zu
schitzenden Parameter enthilt) nicht schlechter an die Daten angepasst ist, dann
spricht das fiir eine Konstanz der Rate iiber die Zeit, und es sollte ein Exponen-
tialmodell geschitzt werden. Bevor wir uns mit den parametrischen Modellen
genauer beschéftigen, beginnen wir mit der Diagnostik, die uns Hinweise darauf
liefert, welches Modell die jeweilige Datensituation am besten beschreibt. Dafiir
reicht es zunédchst hin zu wissen, dass ein Modell bestimmte Verteilungsformen
der Rate abbilden kann, andere hingegen nicht.

Schétzt man ein Modell, welches den empirischen Ratenverlauf nicht korrekt
abbildet — was man anhand der geschitzten Parameter eines Modells nicht unbe-
dingt erkennen kann —, sind verzerrte oder sogar génzlich falsche Parameter nicht
auszuschlieBen. Man benotigt darum Hinweise darauf, ob die Wahl einer be-
stimmten parametrischen Ratenfunktion bei gegebenen Daten eine Fehlspezifika-
tion des Modells darstellt. Dabei reicht es nicht hin, im Rahmen einer Sterbeta-
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felanalyse einfach die Rate liber die Zeit graphisch darzustellen. Ob ein Modell
fehlspezifiziert ist oder nicht, kann erst nach Einschluss aller zu dem Modell
gehorigen Kovariaten entschieden werden.

Wie geht man vor, wenn man iiberpriifen mochte, ob das gewéhlte Modell zu
den Daten passt? Nehmen wir an, es gébe dhnlich der OLS-Regression auch in
der Ereignisanalyse Residuen, also ,,Reste” der Varianz der abhéngigen Variab-
len, die nicht durch das Modell erklart werden konnen. Wenn die Zeitabhingig-
keit der Rate durch das gewéhlte Modell korrekt spezifiziert ist, diirften diese
Residuen keine systematische Verlaufsform iiber die Zeit mehr aufweisen. Denn
mit einer korrekten Spezifikation der Ratenfunktion wire die Zeitabhdngigkeit
aus dem Modell bereits ,herausgerechnet®. Die Residuen miissten dann dem
Exponentialmodell folgen und damit keine Verdnderungen iiber die Zeit aufwei-
sen. Ob das der Fall ist, ldsst sich anhand einer Kaplan-Meier-Survivorfunktion
liberpriifen, bei der nun nicht die Prozesszeit, sondern fiir jede Episode das soge-
nannte Pseudoresiduum als Verweildauer eingesetzt wird. Ein graphischer Ver-
gleich der Verteilung der nach dem jeweiligen parametrischen Modell empirisch
geschdtzten Residuen mit einer Verteilung der Residuen, die bei Giiltigkeit des
Exponentialmodells zu erwarten wiére, kann zur Priifung herangezogen werden.
Dafiir miissen die Werte entsprechend transformiert werden, wie unten gezeigt
wird. Nun stellt sich die Frage, wie die Residuen fiir Modelle der Ereignisanaly-
se iiberhaupt berechnet werden konnen. Die abhidngige Variable, ndmlich die
Ubergangsrate, ist nicht direkt beobachtbar, sondern stellt ein mathematisches
Konstrukt dar, so dass wir nicht einfach, wie beim linearen OLS-Modell, die
Residuen als Differenz aus Vorhersage- und Beobachtungswert berechen kon-
nen.

Maglich ist aber die Berechnung der Pseudodresiduen, die in der Variante
von Cox & Snell (vgl. Hosmer et al. 2008, S. 268; Blossfeld et al. 2007, S. 219)
einfach zu ermitteln sind und mit etwas Aufwand fiir die Diagnose der Model-
lanpassung verwendet werden konnen. Die Logik dieser Pseudoresiduen besteht
darin, dass man fiir einen Fall auf Basis des spezifizierten Modells und der ge-
schitzten Kovariaten die kumulierte geschitzte Ubergangsrate einer Episode
von s; bis ¢; berechnet, wobei s; der Start- und ¢; der Endzeitpunkt der Episode ist.
Dabei wird die Rate durch ein Modell geschétzt, in dem sowohl die Zeitabhén-
gigkeit z.B. durch ein Weibull-Modell als auch die zentralen erklarenden Variab-
len kontrolliert sind. Fiir das Individuum i ist das Residuum gleich dem Wert der
kumulierten Ubergangsrate vom Beginn der Episode bis zum Zeitpunkt ¢ des
Ereignisses. Wenn die Zeitabhéngigkeit durch das gewdhlte Modell tatsdchlich
adédquat kontrolliert ist, miissten die Residuen nun unabhéngig von der Prozess-
zeit sein und einem Exponentialmodell entsprechen. Unter der Bedingung der
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Kovariaten x; wird das Pseudoresiduum im Ein-Episodenfall fiir die Person i als
konditionale kumulierte Rate 7 formal ausgedriickt durch:

¢ =]'f(r;xl.)dr

i

Wir haben folgenden Zusammenhang zu Beginn dieses Kapitels kennengelernt:
Die erste Ableitung des Logarithmus der Survivorfunktion entspricht der negati-
ven Rate. Losen wir die erste Ableitung von log(G(#)) auf der linken Seite auf,
wird die Rate tiber das Integral bis 7 aufkumuliert:

7d10g‘§tG(t))=—r(t) & 10g(G(t))=—j;r(z')dr

Bzw. von der Survivorfunktion G(#) aus gesehen ist die Herleitung:

t t

G(t) = exp[— j r(r)dTJ < log(G(1)) = - j r(r)dr < —log(G(t)) = j r(r)dr

0 0

Sind sowohl die wesentlichen erkldrenden Variablen x; als auch die Zeitabhin-
gigkeit durch das parametrische Regressionsmodell kontrolliert, erhélt man die
geschitzte Rate 7 . Daraus ergibt sich die Survivorfunktion aus dem Pseudoresi-
duum einer Episode:

1,

é(ti |s;3x,) = exp{— jf(r;xi)dr}

s,
i

Das Residuum einer Episode ist die kumulative Rate 7 — die aus dem Modell
geschétzt und daher konditional ¢ und x; ist. Wir ziehen das Minuszeichen des
Integrals auf die andere Seite, das ergibt fiir ein Exponentialmodell:

& = [A(mx)dr =—1og(G(t] ) = ~log(exp(—F » 1)

Nehmen wir das uns bereits bekannte Exponentialmodell als Beispiel. Wir fiih-
ren folgende Schitzung durch, die ein einfaches Exponentialmodell darstellt.
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use S$pfad/expl.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1)
streg mps 1lfx studium, dist (exp) nohr
predict presidual, csnell

Der Befehl predict mit der Option csnell generiert eine neue Variable pre—
sidual, die das Cox & Snell Pseudoresiduum enthélt. Als Ergebnis erhalten wir
folgende Schéitzgleichung:

rity=a=
exp(—3,162162 —0,0395008 e prestige —0,0071011e [fx +0,743499 e studium)

Dieses Ergebnis setzen wir in die obige Formel fiir die Berechnung des Cox &
Snell Pseudoresiduums ein.

—log(exp(-7 o1)) =
—~ log(exp(exp(~3,162162 - 0,0395008 o prestige—0,0071011
o Ific +0,743499 o studium) o 1))

Sehen wir uns mit Hilfe des 1ist Befehls die Episode Nr. 18 an: Aus der Liste
konnen wir fiir diese Episode die Werte der erkldrenden Variablen und die Ver-
weildauer ablesen. Schliellich zeigt die Variable presidual auch den Wert
des Cox & Snell-Pseudoresiduums an:

list mps 1fx studium _t _d presidual in 1/20, clean

mps 1fx studium _t _d presidual
78.6 41 0 34 0 .0482332

Nun setzen wir alle iiber die Episode Nr. 18 benoétigten Informationen in die
Formel zur Berechnung des Pseudoresiduums ein und erhalten auf diese Weise
den Wert, den auch stata errechnet hat.

—log(exp(exp(—3,162162 —0,0395008 e 78,6 —0,0071011
041 +0,743499 ¢ 0) e 34)) = 0,0482332

Wie kann man das Pseudoresiduum fiir die Diagnostik nutzen? Wir definieren
mit stset unseren Datensatz als Episodendatei, setzen nun aber die Werte von
presidual als Prozesszeit ein. Der Befehl sts gen erstellt anschliefend eine
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neue Variable, die als km bezeichnet wird. In diese Variable wird der Wert s
hineingeschrieben, wobei s fiir Survivorfunktion steht. Anders ausgedriickt: Wir
erstellen eine Variable mit den Werten der Kaplan-Meier-Survivorfunktion, die
allerdings nicht auf der in den Daten gemessenen Prozesszeit, sondern auf den
nach dem oben gezeigten Verfahren berechneten Pseudoresiduen basiert. Diese
Pseudoresiduen stammen aus einem Regressionsmodell, in dem sowohl die Pro-
zesszeit ¢ als auch die erkldrenden Variablen x kontrolliert sind:

stset presidual, failure(status_diff==1)
sts gen km=s

gen cum_r=-1n (km)

line cum_r presidual presidual, sort

Mit gen cum_r=-1n (km) wird die kumulative Rate berechnet, die sich, wie
oben gezeigt, aus —log(G(¢)) ergibt und die nun in die Variable cum_r geschrie-
ben wird (wdhrend die (negative) Rate selbst iiber die erste Ableitung der loga-
rithmierten Survivorfunktion berechnet wird). Der letzte Befehl 1ine fordert
eine Grafik an, in der presidual die x-Achse darstellt (letztes Wort vor dem
Komma) und die Werte von presidual selbst (um die diagonale Linie zu erhal-
ten) sowie cum_r geplottet werden. Diese Grafik sicht wie folgt aus:

Abbildung 26: Residuen des Exponentialmodells

2 25

1 1.5
Cox-Snell residual

cum_r ——— Cox-Snell residual ‘

Die in den Daten mdglichen Werte des Cox & Snell-Pseudoresiduums zeigt die
gestrichelte Linie, die durchgezogene Linie ist die kumulative Rate, die sich aus
der Kaplan-Meier-Survivorfunktion des Pseudoresiduums ergibt. Diese Grafik
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kann als moderate Anpassung des Exponentialmodells interpretiert werden. Am
oberen, rechten Ende der Grafik sehen wir ca. 12 Ausreiler (cum_r > 1,11), aber
abgesehen davon scheint die Fehlanpassung des Exponentialmodells nicht dra-
matisch zu sein. Ubrigens ist das rechte, obere Ende der Grafik nicht gleichbe-
deutend mit dem Ende des Prozesses, weil die x-Achse die Werte der Pseudore-
siduen, nicht aber die Prozesszeit représentiert.

Allerdings bedarf diese graphische Inspektion der Residuen einer sorgfiltigen
Interpretation, und leider fiihrt das Verfahren keineswegs immer zu eindeutigen
Entscheidungen. Die graphische Interpretation ist nicht als formaler Test der
Anpassungsgiite zu verstehen, sondern als Hilfestellung im Prozess der Modell-
selektion (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 211). Man merkt die Uneindeutigkeit
des graphischen Vorgehens hiufig bei vergleichenden Analysen unterschiedli-
cher parametrischer Modelle (z.B. Exponential oder Weibull).

Ein gravierendes Problem des grafischen Verfahrens besteht darin, dass es
nur korrekte Pseudoresiduen berechnet, wenn die Startzeitpunkte der Episoden
gleich Null sind (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 207). Startzeitpunkte ungleich
Null haben wir aber immer dann, wenn wir das Verfahren des Episodensplittings
durchfiihren, um die Effekte zeitverdnderlicher erkldrender Variablen zu model-
lieren. Nun konnte aber durch die Modellierung zeitverdnderlicher Kovariaten
die scheinbare Zeitabhingigkeit der Ubergangsrate potenziell durch substanziel-
le, manifeste (d.h. direkt zeitverdnderlich gemessene) Faktoren erklart werden. In
diesem Fall wire eine Zeitabhingigkeit der Rate nichts weiter als ein Hinweis
auf unbeobachtete Heterogenitit. Auf diesen Sachverhalt kommen wir unten
wieder zu sprechen. Das Dilemma besteht darin, dass die Methode zur potenziel-
len Erklarung der Zeitabhéngigkeit der Rate — ndmlich die Einbeziehung zeitver-
anderlicher unabhéngiger Variablen — eine grafische Diagnostik durch Pseudore-
siduen verbietet. Anders gesagt: Diese Diagnostik funktioniert nur ohne zeitver-
dnderliche unabhdngige Variablen, also ohne die eigentliche ,,Musik“, die im
Verfahren der Ereignisanalyse spielen sollte. Darum kdnnen Pseudoresiduen
auch nicht zur Diagnostik des PCE-Modells verwendet werden — allerdings muss
man sich beim PCE-Modell auch vergleichsweise geringe Sorgen iiber eine mog-
liche Fehlspezifikation machen (zumindest dann, wenn die Prozesszeitintervalle
einigermalen differenziert gebildet wurden). Was niitzt also eine Diagnostik, die
fiir die eigentlich interessanten Modelle gar nicht geeignet ist?

Zu Beginn dieses Buches (Kapitel 2) haben wir uns mit formalen Tests der
Modellanpassungsgiite beschiftigt. Weil das Exponentialmodell einen Parameter
weniger enthilt als die {ibrigen Modelle (das Exponentialmodell benétigt keinen
Formparameter, weil es eine zeitkonstante Rate annimmt), kommt uns eine wich-
tige Eigenschaft des AIC-MaBles zugute, ndmlich die ,,Bestrafung® vieler Para-
meter. Wie in Kapitel 2 dargestellt, erfolgt die Modellauswahl geméfl AIC und
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BIC nach der Regel ,,je kleiner, desto besser”. Testen wir daher unter Verwen-
dung des AIC-Malfles die unterschiedlichen parametrischen Modelle gegeneinan-
der. Dazu definieren wir in Stata eine Schleife, die den jeweiligen Modellna-
men als Makro beinhaltet und nacheinander in die Variable “mod"' einsetzt. Nach
jedem Durchlauf werden u.a. die Log-Likelihood-Werte und die Anzahl der
Parameter mit dem Befehl estimates store unter dem jeweiligen Modellna-
men gespeichert, woraus der estimates stat Befehl dann die AIC- und BIC-
Werte berechnet. Das folgende Schitzmodell ist etwas umfassender und enthilt
innerhalb der geschwungenen Klammern auch die zeitabhingigen erkldrenden
Variablen kind_u3, frauXkindu3, alo und die_ant, die wir iiber das Episo-
densplitting einbeziehen kdnnen.

use $pfad/exp2.dta, clear
stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)

foreach mod in exponential weibull gompertz ///
lognormal loglogistic{
quietly streg 1lfx_n mps frau kind_u3 ///
frauXkindu3 studium oeffdid4l vollzeit ko2 ko3 ///
alo die_ant, dist ( mod'")
estimates store “mod'

}

estimates stat _all

Wir erhalten die Ausgabe in Tabelle 14, die uns nahelegt, dass das Weibull-
Modell aufgrund des kleinsten AIC-Wertes den Verlauf der Rate in den empiri-
schen Daten am besten abbildet. Anzumerken ist das Fehlen des generalisierten
Gamma-Modells in der Liste. Dieses Modell wire von AIC aufgrund seines
zweiten Formparameters im Vergleich zum Exponentialmodell noch einmal
starker bestraft worden.

Tabelle 14: AIC-und BIC-MaBe der Anpassung parametrischer Modelle

Model Obs 11 (null) 11 (model) af AIC BIC
exponential 8961 -976.3953 -812.0806 13 1650.161 1742.47
weibull 8961 -975.5908 -806.4068 14 1640.814 1740.222
gompertz 8961 -973.2022 -806.9932 14 1641.986 1741.395
lognormal 8961 -967.3798 -816.0684 14 1660.137 1759.546
loglogistic 8961 -973.5553 -808.3104 14 1644.621 1744.03

Note: N=Obs used in calculating BIC; see lgl_gzg_ﬂggg
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Aber die Schitzung des Gamma-Modells fiihrte nicht zur Konvergenz, d.h. die
Log-Likelihood-Funktion weist kein eindeutiges Maximum auf. Damit ist aber
auch entschieden, dass ein generalisiertes Gamma-Modell nicht angemessen ist.

Grundsitzlich ist bei der Verwendung parametrischer Modelle Vorsicht ge-
boten. Ein guter Indikator fiir ein Erklarungsmodell mit seinen spezifischen un-
abhéngigen Variablen, die man theoretisch moglichst gut begriindet auswéhlt, ist
die Robustheit der zentralen Effekte bei unterschiedlichen Modellspezifikatio-
nen. Generell gilt also, dass das PCE-Modell immer ein guter Kandidat fiir die
Modellauswahl ist. In der Literatur findet man auch sehr haufig eine starke Favo-
risierung des Cox-Modells (Box-Steffensmeier und Jones 2007, S. 46). Noch-
mals: Geht man streng deduktiv-hypothesentestend vor, konnen parametrische
Modelle sehr wohl angemessen sein. Immerhin haben die parametrischen Model-
le die schone Eigenschaft, dass sie solide und detaillierte theoretische Voriiberle-
gungen iiber den Zeitverlauf der Rate abverlangen. Wenn aus diesen Uberlegun-
gen heraus ein Modell geschitzt wird, eine Uberpriifung der Pseudoresiduen
erfolgt und die geschitzten Parameter nicht nennenswert von den alternativen
Spezifikationen des PCE- und Cox-Modells abweichen, ist die Wahl eines para-
metrischen Modells durchaus zu empfehlen, da parametrische Modelle aufgrund
der gegeniiber dem PCE-Modell geringeren Anzahl der Parameter etwas effizi-
enter sind.

Jedes parametrische Modell impliziert bestimmte Annahmen iiber die Zeitab-
hiangigkeit. Aber was bedeutet es liberhaupt, wenn die Rate — konditional der im
Modell beriicksichtigten Kovariaten x — systematisch iiber die Zeit variiert?
Kann die Zeit ,,an sich® iiberhaupt ein wirksamer Faktor sein, der Uberginge
beeinflussen kann? Eher nicht. Wenn auf die Zeit als Ursache verwiesen wird,
dann in der Regel mit dem Argument, dass mit der Zeit ,irgendetwas* fiir die
Ubergangsrate Relevantes ,,passiert”. Letztlich dienen systematische Hypothesen
tiber den Verlauf der Rate iiber die Zeit der Bearbeitung eines grundlegenden
Problems der Ereignisanalyse, ndmlich der Kontrolle unbeobachteter Heteroge-
nitdt. Diese liegt vor, wenn wir eine oder mehrere relevante Erklarungsvariablen
in der Schitzung nicht beriicksichtigen konnten. So finden wir in der Literatur
iiber den Prozess der Wiederbeschéftigung nach Arbeitslosigkeit folgendes Ar-
gument: die Rate der Wiederbeschiftigung geht mit einer ldnger andauernden
Wartezeit zuriick, weil Qualifikationen {iber die Zeit entwertet werden. Liangere
Wartezeiten werden von potenziellen Beschiftigern, die auf Basis von letztlich
unvollstindiger Information entscheiden miissen, als ,,negatives Signal“ bewertet
— also als Hinweis darauf, dass man diese Person besser nicht einstellen sollte.

Aber beide Ursachen der Abnahme der Rate iiber die Zeit konnte man zu-
mindest theoretisch messen und als zeitverdnderliche Kovariaten in das Modell
aufnehmen. Man miisste direkt messbare Indikatoren fiir die Entwertung der
Qualifikation erheben, ebenso fiir den Einfluss des negativen Signals einer linge-
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ren Arbeitslosigkeit: Man miisste messen, wie die Arbeitslosigkeitsdauer bei der
Durchsicht der Bewerbungsunterlagen bewertet wird. In der Forschungspraxis
sind diese Indikatoren schwer messbar, aber es gibt wiederum gute theoretische
Griinde, dass die beiden eher negativen Signale positiv mit der Dauer der Ar-
beitslosigkeit korrelieren und die Rate daher mit der Zeit abnimmt. So wird die
Zeit zu einem Indikator fiir Merkmale, die man aus forschungspraktischen Griin-
den nicht beobachten kann.

Ahnlich verhilt es sich mit einem Argument aus der Familiensoziologie, das
einen sichelformigen Verlauf (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 193f) der Schei-
dungsrate begriindet (vgl. Abbildung 27), die durch das von Diekmann und Mit-
ter (1983) entwickelte Sichelmodell dargestellt werden kann. Das Sichelmodell
werden wir allerdings im Folgenden nicht tiefer gehend besprechen, weil es nicht
in Stata, dafiir aber in der Software TDA implementiert ist (Blossfeld und Roh-
wer 1995, S. 193ff). Die hinter diesem Modell stehende theoretische Argumenta-
tion ist aber fiir die Logik unbeobachteter Heterogenitét in parametrischen Mo-
dellen illustrativ: Im Sichelmodell ist die Scheidungsrate zunéchst gering und
steigt dann im Zeitverlauf an, weil ,,mismatches oder ,,Fehlallokationen (unex-
pected gains or losses) (Tuma 1985) aufgedeckt und behoben werden. Nachdem
die Scheidungsrate nach der Heirat in die Hohe geschnellt ist, geht sie langsam
wieder zuriick, weil man im Verlauf der Ehe in gemeinsame Giter investiert und
damit die Opportunititskosten einer Scheidung steigen. Zudem verdndern sich
mit steigendem Alter die Heiratsmérkte, denn zumutbare Alternativpartner wer-
den immer seltener, je dlter man wird. AuBlerdem ist aus der Theorie bekannt,
dass sich manche Personen niemals scheiden lassen, weshalb die Survivorfunkti-
on des Sichelmodells auch nicht gegen Null konvergiert — was man auch daran
sieht, dass die Hazardrate immer gegen Null konvergiert. Darum wird die Survi-
vorfunktion des Sichelmodells auch als ,,gestort oder ,fehlerhaft” (defective)
bezeichnet (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 193), weil in den meisten anderen
Modellen davon ausgegangen wird, dass die Survivorfunktion irgendwann den
Wert Null erreicht (J. M. Keynes: ,,in the long run we are all dead*).

Der vom Sichelmodell unterstellte, zunédchst rapide ansteigende und dann
langsam abnehmende, Ratenverlauf resultiert also aus theoretisch gut begriinde-
ten Ursachen, die man in der praktischen Forschung jedoch nur schlecht messen
kann. Kénnte man alle fiir die Scheidungsrate relevanten Merkmale messen und
in das Regressionsmodell aufnehmen, gébe es keinen Anlass mehr, dariiber hin-
aus noch von einer iiber die Zeit verdnderlichen Rate auszugehen. Idealerweise
wird in der empirischen Forschung eine Hypothese iiber einen Sachverhalt aus
theoretischen Uberlegungen abgeleitet, was ebenso fiir die Erwartung einer Zeit-
abhingigkeit der Ubergangsrate gilt. Daher ist es wichtig, sich dariiber bewusst
zu sein, ob man wirklich in der Zeit einen substanziellen Faktor vermutet, oder
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ob die Zeit nur eine Proxyvariable fiir andere Merkmale darstellt, die man selbst
nicht messen konnte, die aber vermutlich in erwarteter Weise mit der Zeit variie-
ren. Bei dem oben erwdhnten Beispiel aus der Scheidungsforschung ist sicherlich
eher letzteres der Fall. Gibt es allerdings gute Griinde, dass die unbeobachtete
Heterogenitit sich in einem spezifischen Verlauf der Rate iiber die Zeit nieder-
schlédgt, ist es auch sinnvoll, diesen Verlauf durch eine passende Verteilungs-
funktion der Rate {iber die Zeit zu modellieren. Tut man das nicht, lduft man
Gefahr, das Schitzmodell falsch zu spezifizieren. Das lédsst sich anhand eines
einfachen Beispiels verdeutlichen: Nehmen wir an, unsere Theorie ldsst eine
zeitkonstante Ubergangsrate vermuten, allerdings haben wir aufgrund von Prob-
lemen der Datenerhebung zwei relevante Populationen nicht identifizieren kon-
nen.

Abbildung 27: Zeitabhingigkeit der Ubergangsrate im Sichelmodell
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Nennen wir diese Populationen 4 und B. Auch wenn es zutrifft, dass die Uber-
gangsrate in beiden Populationen zeitkonstant ist, kann es angemessen sein, ein
Modell mit im Zeitverlauf abnehmender Rate zu spezifizieren. Der Grund liegt
darin, dass die beiden Populationen A und B nicht beobachtet wurden (was etwa
der Fall wire, wenn man die Variable Geschlecht nicht erhoben hitte, Ge-
schlecht aber einen starken Einfluss auf die Ubergangsrate ausiibt).
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Hat nun Population A eine zeitkonstante, aber deutlich hohere Rate als Popu-
lation B, deren Rate ebenfalls zeitkonstant ist, fiihrt das dazu, dass mit zuneh-
mender Dauer des Warteprozesses die Beobachtungen der Population A deutlich
schneller aus dem Risk-Set austreten als Beobachtungen der Population B. An-
ders gesagt: Mit zunechmender Dauer des selektiven Abstroms wéchst der Anteil
von Beobachtungen der Population B im Risk-Set stetig an. Weil aber Populati-
on B eine geringe zeitkonstante Rate aufweist, scheint es so, als wiirde die Uber-
gangsrate im Zeitverlauf abnehmen, da das Risk-Set mit zunehmender Dauer zu
immer hoheren Anteilen aus Beobachtungen besteht, die eine vergleichsweise
geringe Rate aufweisen. Die im Zeitverlauf abnehmende Rate ist nun aber nicht
eine Eigenschaft der gesamten Population, sondern eine Folge der Mischung der
Ubergangsraten aus den beiden zeitkonstanten Raten der nicht identifizierten
Populationen A und B. Aufgrund der héheren Rate in Population A erleben diese
Subjekte schneller Ereignisse und treten damit schneller aus dem Risk-Set aus.
Population B erlebt die Ereignisse langsamer mit der Folge, dass sich mit zu-
nehmender Dauer das Risk-Set zu immer hoheren Anteilen aus Subjekten der
Population B zusammensetzt. Aufgrund dieses Selektionsprozesses scheint die
beobachtete Rate {iber die Zeit zu fallen, obwohl ein Exponentialmodell, in dem
beide Populationen durch Kovariaten identifiziert sind, angemessen wire. Auf-
grund der unbeobachteten Heterogenitdt beobachten wir eine nur scheinbar im
Zeitverlauf abnehmende Ubergangsrate.

Abbildung 28: Unbeobachtete Mischung einer ,,Mover“- und einer ,,Stayer*-
Population
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Es gibt aber noch weitere mogliche Fille, bei denen eine beobachtete Form der
Ubergangsrate ein Artefakt aufgrund einer Mischung zweier Populationen dar-
stellt. So kann eine umgekehrt u-formige Ubergangsrate daraus resultieren, dass
man zwei Populationen A und B mischt, von denen die eine eine zeitkonstante
Rate aufweist (Population B), die andere hingegen (Population A) eine im Zeit-
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verlauf steil ansteigende Rate. Dieses Problem ist iiberaus wichtig, wenn man
erwigt, parametrische Ubergangsratenmodelle zu spezifizieren. Denn im Falle
parametrischer Modelle wird der Verlauf der Ubergangsrate iiber die Zeit durch
eine a priori festgelegte Funktion bestimmt. Die Modellschitzung erfolgt derart,
dass genau die jeweils spezifizierte Funktion iiber die Daten gelegt wird bzw. die
Modellschitzung mit der jeweils spezifischen Funktion den Daten angepasst
wird. Dabei besteht offensichtlich die Gefahr einer Fehlspezifikation aufgrund
von unbeobachteter Heterogenitit. So wire in Abbildung 28 ein Modell mit einer
im Zeitverlauf abnehmenden Rate fehlspezifiziert, wenn sich die wahren Raten
in den Populationen A und B jeweils zeitkonstant verhalten. Ebenfalls wire die
umgekehrt u-formige Ubergangsrate in Abbildung 29 eine Fehlspezifikation,
wenn eine der beiden unbeobachteten Populationen eine konstante Rate (Popula-
tion B), die andere Population jedoch eine im Zeitverlauf stark ansteigende Rate
aufweist (Population A).

Idealerweise wire das Exponentialmodell quasi ein Referenzmodell, dessen
Anpassung an die Daten man dadurch anstrebt, dass man moglichst viele der
einschlagigen erkldrenden Variablen im Modell kontrolliert. Denn das war ja
unser Argument: Die Zeit an sich ist kein kausaler Faktor, sondern nur eine
Proxyvariable fiir soziale Prozesse, die sich auf die Ubergangsrate auswirken, die
man aber in den Daten nicht messen konnte.

Haben wir zwei unbeobachtete Populationen A und B, und weist Population
B eine zeitkonstante, Population A jedoch eine ansteigenden Rate im Zeitverlauf
auf (vgl. Abbildung 29), folgt der Prozess des Ubergangs vom Ausgangs- in den
Zielzustand der folgenden Logik: Weil zu Beginn des Prozesses die eine Teilpo-
pulation eine exponentiell steigende Rate aufweist, scheint zu Beginn auch ins-
gesamt die Rate zuzunehmen, da Uberginge zunichst in jener Population statt-
finden, die eine steigende Rate aufweist. Allerdings fiihrt der exponentielle An-
stieg der Rate in der Population A dazu, dass Beobachtungen dieser Population
sehr schnell aus dem Risk-Set aussteigen. Daher erreicht die aus beiden Popula-
tionen aggregierte Rate irgendwann ihr Maximum und nimmt ab, wenn der grof-
te Teil der Population A aus dem Risk-Set ausgestiegen ist. Nach dieser Logik
erhalten wir aus einer zeitkonstanten Rate in der latenten Population B und einer
steigenden Rate in der latenten Population A eine scheinbar glockenformige
Rate, die aber ein Artefakt aus der Mischung dieser beiden unbeobachteten Po-
pulationen darstellt. Wenngleich ein extremes Szenario, wie in Abbildung 29
dargestellt, eher selten auftritt, dient es doch der Sensibilisierung fiir die Proble-
me, die eine Modellierung a priori festgelegter Verteilungen der Rate iiber die
Zeit mit parametrischen Modellen mit sich bringt.
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Abbildung 29: Unbeobachtete Mischung einer steigenden und einer konstanten
Rate
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Dies ist kein grundsétzliches Argument gegen die Verwendung parametrischer
Modelle, dennoch verlangt ihre Anwendung besondere Vorsicht. Aber: auch eine
Approximation der glockenférmigen Rate durch die Treppenfunktion des PCE-
Modells wire hier letztlich eine Fehlspezifikation.

Im Abschnitt {iber die Diagnostik hatten wir unterschiedliche parametrische
Modelle angesprochen, von denen wir uns im Folgenden das Exponentialmodell,
dass Weibull-Modell und das Gompertz-Modell genauer ansehen wollen. In Ab-
bildung 30 sind die Dichtefunktion der Ereignisse f{#) (links) und die Ratenfunk-
tion r(¢) des Exponentialmodells dargestellt. Die Dichtefunktion f{#) geht im
Zeitverlauf zuriick, weil das Risk-Set kleiner wird, und bei einer zeitkonstanten
Rate damit auch die Menge der momentan eintretenden Ereignisse abnimmt.
Dividiert man die iiber die Zeit abnehmende Funktion f{#) durch das ebenfalls
kleiner werdende Risk-Set, erhédlt man im Exponentialmodell eine zeitkonstante
Rate r(2).

Die Rate ist also eine Konstante, die wir als Lageparameter a bezeichnen
(Blossfeld und Rohwer 1995, S. 193):

r(t)=a = a =exp(p'x)
Aufgrund der Zeitkonstanz der Rate benétigen wir fiir die Darstellung der Survi-

vorfunktion kein Integral, sondern multiplizieren den Lageparameter der Rate a
mit der Prozesszeit 7.
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Abbildung 30: Dichtefunktion und zeitkonstante Rate im Exponentialmodell
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G(t)=exp(-aet)

Weil sich die Rate r(?) aus dem Quotienten der Dichtefunktion f{#) und der Sur-
vivorfunktion G () berechnet, ergibt sich f{?) aus:

f()=aeexp(—aet)

Als néchstes betrachten wir das Weibull-Modell, welches eine Generalisierung
des Exponentialmodells darstellt. Das Weibull-Modell schlieit potentiell das
Exponentialmodell ein, wenn der besondere Modellparameter (b-Term), den wir
im Folgenden als Formparameter bezeichnen, den Wert 1 annimmt. Was pas-
siert mit der Formel fiir die Weibull-Ubergangsrate, wenn b=1 ist?

r(ty=bea" et""

Setzt man flir b den Wert 1 ein, wird ersichtlich, dass nur der Wert « iibrigbleibt,
der wiederum exponentiell abhingig ist vom Vektor aus Regressionskoeffizien-
ten und erklirenden Variablen. Das war gemeint, als gesagt wurde, dass das
Exponentialmodell im Weibull-Modell enthalten ist bzw. diese beiden Modelle —
wie man sagt — sich genestet zueinander verhalten. Das Weibull-Modell verfiigt
also nicht nur iiber einen empirisch zu schitzenden a-Term, sondern auch iiber
einen b-Term.

Der a-Term wird als Lageparameter bezeichnet, der die Hohe der Uber-
gangsrate in Abhéngigkeit von den Kovariaten angibt. Dagegen haben wir den b-
Term oben als Formparameter bezeichnet, der — je nach GroBe — die Form der
Ubergangsrate iiber die Zeit beschreibt. Wie Abbildung 31 zeigt, ldsst das
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Weibull-Modell potentiell drei mogliche Formen der Rate tiber die Zeit zu, ndm-
lich eine zeitkonstante Rate (b=1), eine im Zeitverlauf ansteigende Rate (b>1)
und eine im Zeitverlauf fallende Rate (b<l). Interessieren wir uns bei der Mo-
dellschitzung nur fiir Effekte auf die Hohe der Ubergangsrate, schiitzen wir die
Effekte auf den a-Term und schétzen einen Wert fiir den »-Term durch Spezifi-
kation eines Weibull-Modells. Dabei ist es eine empirische Frage, ob der Wert
fiir b groBer Eins, gleich Eins oder kleiner Eins ist. Das Weibull-Modell gibt uns
also an, ob wir fiir die beobachtete Stichprobe eine im Zeitverlauf konstante,
ansteigende oder fallende Ubergangsrate feststellen, und wie sich die jeweiligen
Kovariaten auf den Lageparameter der Ubergangsrate auswirken — mit anderen
Worten, auf die Hohe der Ubergangsrate. Idealerweise formuliert man a priori
eine gute Theorie, die uns erwarten ldsst, ob die Ubergangsrate im Zeitverlauf
steigt oder fdllt. Modellieren wir die Kovariaten nur auf den Lageparameter,
konnen wir das Weibull-Modell als Proportional-Hazard-Modell interpretieren
und die Effekte konnen als Hazard Ratios ausgegeben werden. Die Interpretation
erfolgt d&hnlich wie beim diskreten Ratenmodell der logistischen Regression, dem
Piecewise-Constant-Exponential Modell (ohne periodenspezifische Effekte!)
oder dem standardmdBigem Cox-Modell. Wir konnen uns aber auch die loga-
rithmierten Hazard Ratios ausgeben lassen oder das Modell in der accelerated
failure time-Metrik interpretieren.

Das Weibull-Modell hat eine weitere interessante Eigenschaft: Man kann zu-
séitzlich zu den Effekten auf den Lageparameter Effekte auf den Formparameter
modellieren. Man kann auf diese Weise beschreiben, wie sich eine erkldrende
Variable auf die Form des Ratenverlaufs iiber die Zeit auswirkt, und zwar zu-
sitzlich zum Effekt auf den Lageparameter. Es kann sein, dass eine erkldrende
Variable zum einen die Hohe der Rate beeinflusst, zum anderen aber auch beein-
flusst, wie schnell im Zeitverlauf die Ubergangsrate ansteigt oder zuriickgeht
bzw. wie steil oder flach der Ratenverlauf iiber die Zeit ist. In dem empirischen
Schitzmodell kann man somit auch fiir den Formparameter eine eigene Regres-
sionsgleichung formulieren und hat damit ein Mehrgleichungsmodell: eine Re-
gressionsgleichung fiir den Lageparameter und eine Regressionsgleichung fiir
den Formparameter. Das Weibull-Modell stellt bei der Modellierung eines Ef-
fektes auf den Formparameter ein log-lineares Modell der Rate {iber die Zeit dar,
da gilt b=exp(Bep). Logarithmieren wir diesen Ausdruck, ergibt sich In(d) als
Linearkombination (vgl. Kapitel 2) aus Regressionskoeffizienten und Merkma-
len der erklérenden Variablen.
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Abbildung 31: Dichtefunktion und Ratenverldufe im Weibull-Modell
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Schitzen wir Effekte der Kovariaten sowohl auf den a-Term als auch auf den b-
Term, haben wir kein proportional hazard model mehr. Eine Interpretation als
Hazard Ratios ist nicht mehr moglich, wenn Effekte auf den »-Term signifikant
sind, weil der Hazard Ratio fiir eine erklidrende Variable nun nicht mehr iiber die
Zeit konstant ist. Die Effekte auf den a-Term werden als Log Hazard Ratios nur
noch anhand des Vorzeichens und der Signifikanz der Effekte interpretiert.

Das sogenannte Gompertz-Modell ist dem Weibull-Modell in der Darstellung
und Interpretation dhnlich. Der Unterschied besteht darin, dass im Gompertz-
Modell die Rate iiber die Zeit exponentiell ansteigt und nicht, wie beim Weibull-
Modell, als Sattigungsfunktion. Im Gompertz-Modell wird, anders als beim
Weibull-Modell, der Lageparameter als b-Term bezeichnet, wihrend der Form-
parameter nun als ¢-Term bezeichnet wird (Blossfeld und Rohwer 1995, S. 167).
Beim Gompertz-Modell haben wir einen linearen Zusammenhang zwischen den
Kovariaten und dem Formparameter ¢, was im Vergleich zum Weibull-Modell
zu einem unterschiedlichen Verlauf der Rate liber die Zeit fiihrt. Daher erhalten
wir im Gompertz-Modell als Sonderfall das Exponentialmodell, wenn der c-
Term gleich null ist.
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Abbildung 32: Ratenverldufe im Gompertz-Modell
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Beim Weibull-Modell erhielten wir das Exponentialmodell dann, wenn der b-
Term gleich 1 ist. Abgesehen davon sind sich das Weibull- und das Gompertz-
Modell relativ dhnlich. Schitzen wir zum Vergleich Weibull- und Gompertz-
Modelle, jeweils mit und ohne Effekt der Variable studium auf den Formpara-
meter. Im parametrischen Modell fordert man den Formparameter fiir die jewei-
lige Variable mit der Option ancillary () an.

use $pfad/exp2.dta, clear

stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
streg 1fx_n mps frau kind_u3 frauXkindu3 studium ///
oeffdid4l vollzeit ko2 ko3 alo die_ant, dist (weib) nohr
streg 1fx_n mps frau kind_u3 frauXkindu3 studium ///
oeffdi4l vollzeit ko2 ko3 alo die_ant, ///

dist (weib) ancillary (studium) nohr

streg 1fx_n mps frau kind_u3 frauXkindu3 studium ///
oeffdidl vollzeit ko2 ko3 alo die_ant, dist (gomp)
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streg lfx_n mps frau kind_u3 frauxXkindu3 studium ///
oeffdidl vollzeit ko2 ko3 alo die_ant, ///
dist (gomp) ancillary (studium)

Das Ergebnis zeigt Tabelle 15. Die Interpretation der Effekte bezieht sich jetzt
auf die logarithmierten Hazard Ratios — z.B. reduzieren in Modell Weibl die
Effekte der Berufserfahrung und des Prestiges die logarithmierte Rate um -0,023
bzw. -0,040.

Der Formparameter wird in der Stata Ausgabe des Weibull-Modells als
In(p) und im Gompertz-Modell als gamma bezeichnet. In Modell Weibl hat der
logarithmierte b-Term ein positives Vorzeichen, ebenso der gamma-Term in
Modell Gompl. Beide Modelle ergeben somit eine im Zeitverlauf zunehmende
Rate fiir berufliche Aufstiege. In den Modellen Weib2 und Gomp?2 ist in der
Gleichung des Formparameters jeweils zusétzlich zur Regressionskonstanten der
Effekt der Variable studium geschétzt.

Zu bedenken ist bei der Spezifikation von erkldrenden Variablen auf den b-
Term, dass nun kein Proportional-Hazard-Modell mehr spezifiziert wird, zumin-
dest nicht fiir jene Effekte, die sich auch auf den b-Term auswirken. Es ist daher
nicht sinnvoll, die Effekte als Hazard Ratios darzustellen, weil Ratios Proportio-
nalitdt suggerieren. Sowohl die Log Hazard Ratios als auch Koeffizienten in der
AFT-Metrik (vgl. S. 131) der Variable studium zeigen nun die Effekte unmit-
telbar zu Beginn des Prozesses (t=0). Wir werden weiter unten sehen, wie die
Effekte auf den Form- und auf den Lageparameter gemeinsam zu interpretieren
sind.

Der negative Effekt von studium auf den b-Term bedeutet in diesem Fall,
dass die Relevanz der Variable im Zeitverlauf abnimmt. Mit anderen Worten, die
Variable wirkt sich zwar zu Beginn des Prozesses aus, mit zunechmender Ver-
weildauer wird ihr Einfluss aber schwicher. Umgekehrt wére es bei einem posi-
tiven Effekt auf den b-Term: Dann wére der Effekt der erkldrenden Variable zu
Beginn des Prozesses relativ gering, jedoch nimmt er im Zeitverlauf zu. Aller-
dings miissen bei der Interpretation die Effekte auf Lage- und Formparameter
simultan betrachtet werden.

Ahnlich verhilt es sich beim Gompertz-Modell (#(f)=beexp(ct) b>0), mit
dem Unterschied, dass der c-Term ( ¢=Cy ) sich aus einer /inearen Kombination
von Regressionsgewicht y und Werten der erkldrenden Variablen C, die auf den
c-Term modelliert werden, errechnet.
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Tabelle 15: Berufliche Aufstiege im ostdeutschen Transformationsprozess (Log-
Hazard Ratios)

Weibl Weib2 Gompl Gomp?2

t
Berufserfahrung (Mon.) -0.023""  -0.023""  -0.026"™" -0.025"""

Prestige (Wegener) -0.040""  -0.040”"  -0.040""  -0.040""
Frau (=1) -0.003 0.006 -0.006 0.003
Kind u. 3 -0.125 -0.148 -0.121 -0.152
Frau * Kind u. 3 -0.064 -0.067 -0.058 -0.060
Studium (=1) 0.953™ 2278 09617 1.384™
offentl. Dienst 20463  -0451°  -0.461°  -0.447
vollzeit -0.452" -0.447°  -0430°  -0.444

Abschlusskohorte 1990  -1.180""  -1.164"" -1.241""  -1.193™
Abschlusskohorte 1995 -1.549™"  -1.544™"  -1.702"" -1.654""

Arbeitslosenquote -0.088" -0.087" -0.078 -0.076
Tertiarisierung 0.093" 0.093™  0.098"  0.095"
Constant 5762 6476 55067 56117
In p

Studium (=1) -0.291™

Constant 0.196" 0337

gamma

Studium (=1) -0.014™
Constant 0.010™  0.015™
Observations 8961 8961 8961 8961

FHFF

p<.1,p<.057" p<.01,7 p<.00l

i

Die durchaus komplexe Logik der Interpretation lésst sich noch einmal anhand
einer Grafik verdeutlichen: In Abbildung 33 stellt die durchgezogene horizontale
Linie die Rate jener Beobachtungen dar, die bei der erklirenden Variablen x
(=studium) einen Wert von 0 aufweisen. Es ist zu sehen, wie der Lageparame-
ter aufgrund eines positiven Effektes von x den Koeffizienten § die Rate nach
oben verschiebt (gestrichelte Linie). Erhalten wir zugleich einen positiven Effekt
auf den Formparameter, wéchst die Stirke des Effektes von x mit zunehmender
Prozesszeit sogar noch an. In unserem vereinfachten fiktiven Beispiel wiirde das
bedeuten, dass sich die ,,Form™ der diinnen gestrichelten Linie verdndert. Sie
,verbiegt™ sich umso stirker nach oben und nimmt die Form der dicken geboge-
nen Linie an, je weiter der Prozess in der Zeit voranschreitet. Zusétzlich zum
hoheren Niveau der Rate, das durch x (Lageparameter, gestrichelte horizontale
Linie) bedingt ist, verstirkt sich also der Effekt von x liber die Zeit. Die ,,Schere
zwischen der dicken gebogenen und der horizontalen gestrichelten Linie klafft
mit der Zeit in zunehmendem Male auseinander.
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Abbildung 33: Typisiertes Beispiel fiir den Lage- und Formparameter
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Das ist mit der Formulierung gemeint, dass bei einem positiven Effekt von x auf
den Formparameter die Relevanz des Effektes mit der Zeit groBer wird. Dies
lasst sich auch an den jeweiligen Formeln ablesen, die das Weibull- und das
Gompertz-Modell beschreiben. Im Weibull-Modell (#(t)=bea” o¢"") ist der B-

Term ein Exponent der Zeit. Mit der Zeit steigt der Effekt also exponentiell (da
b=exp(Bp)) und die Differenz im b-Term, die durch x bedingt ist, fithrt zu einem
mit der Zeit immer stdrkeren Auseinanderklaffen der Kurven, d.h. der Szenarien,
in denen x einerseits einen eher kleinen und andererseits einen eher groen Ef-
fekt auf die Rate aufweist.

Verdeutlichen wir uns noch einmal die Effekte auf den Lage- und den Form-
parameter exemplarisch anhand eines einfachen Weibull-Modells. Wir schitzten
wieder Effekte auf die Rate beruflicher Aufstiege im ostdeutschen Transformati-
onsprozess. Dabei sehen wir in Tabelle 16 einen negativen Effekt der Berufser-
fahrung sowie des Prestiges des Ausgangsjobs auf die logarithmierte Aufstiegs-
rate. Dagegen haben wir einen deutlich positiven Effekt von Hochschulabsolven-
ten im Vergleich zu Lehrabsolventen (1,741, p<=0,000).

use S$pfad/exp2.dta, clear
stset dur_process , failure(status_diff==1) id(idn)
streg 1lfx_n mps studium, dist (weib) ancillary (studium) nohr
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Tabelle 16 Berufliche Aufstiege im ostdeutschen Transformationsprozess,
reduziertes Modell, Log Hazard Ratios

weibull
Berufserfahrung (Mon.) -0.007™"
Prestige (Wegener) -0.039""
Studium (=1) 1.7417
Constant -3.791™
In p
Studium (=1) -0.245"
Constant 0.190"
Observations 10623

Tp<.1, p<.05 p<.0l,  p<.001

Der Effekt der Variable Studium auf den Formparameter ist negativ. Um das
Zusammenspiel eines Effektes auf den Form- und Lageparameter zu verstehen,
miissen beide Effekte gemeinsam betrachtet werden. In diesem Fall haben wir
einen positiven Effekt auf den Lageparameter, aber einen negativen Effekt auf
den Formparameter. Diese Situation ist vergleichsweise einfach zu interpretie-
ren: Als Effekt auf den Lageparameter hebt die Variable Studium die Ubergangs-
rate, aber die Differenz, die die Variable Studium auf den Lageparameter erzeugt,
nimmt im Zeitverlauf ab, wie der Effekt auf den Formparameter zeigt. Es sind
aber andere Konstellationen denkbar, bei denen etwa die Variable Studium einen
negativen Effekt auf den Formparameter und den Lageparameter hat. In diesem
Fall wire der Effekt auf den Formparameter eher als Interaktionseffekt zu inter-
pretieren, d.h., die Differenz, die die Variable Studium erzeugt (und zwar nach
unten) wire dann durch einen negativen Effekt auf den Formparameter noch
verstérkt.

Anhand des Beispiels in Tabelle 16 kann man die Effekte direkt berechnen.
Wir nehmen das Ergebnis der Modellschitzung, um die Grofe des Formparame-
ters fiir die Lehrabsolventen zu berechnen, bei denen die Variable studium den
Wert Null hat. Hier ergibt sich der Formparameter aus der Regressionskonstan-
ten der zweiten Gleichung — die die Gleichung fiir den Formparameter darstellt.
Die logarithmierte Konstante des Formparameters betrdagt 0,190, daher betragt
der Formparameter fiir die Lehrabsolventen exp(0,190)=1,21. Denn die Lehrab-
solventen sind ja gegeniiber der Gruppe der Hochschulabsolventen die Referenz-
kategorie. Berechnen wir nun den Formparameter fiir die Gruppe der Hochschul-
absolventen: Hier kann der logarithmierte Formparameter als Linearkombination
aus der Regressionskonstanten sowie dem Regressionsgewicht und dem Wert der
Kovariaten betrachtet werden. Das bedeutet, der logarithmierte Formparameter
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ist gleich 0,190 minus 0,245, das ergibt -0,054. Wir berechnen aus dem loga-
rithmierten Formparameter den Formparameter durch exp(-0,054)=0,95. Wir
haben folglich eine Situation, in der der logarithmierte Formparameter fiir die
Gruppe der Lehrabsolventen relativ deutlich positiv (0,190) und der Formpara-
meter folglich grofer 1 ist (1,21). In der Gruppe der Hochschulabsolventen ist
der logarithmierte Formparameter hingegen schwach negativ (-0,054) und ist
geringfligig kleiner als 1 (0,95). Anders ausgedriickt: Lehrabsolventen haben
eine im Zeitverlauf steigende Aufstiegsrate, Hochschulabsolventen dagegen eine
im Zeitverlauf fallende Ubergangsrate. Berechnen wir im néchsten Schritt die
Ubergangsrate fiir beide Gruppen, dann miissen wir sowohl den Form- als auch
den Lageparameter beriicksichtigen. Das fiihrt nach der Formel fiir das Weibull-
Modell zu folgendem Ergebnis:

Fiir die Lehrabsolventen gilt:

Studium=0: Ln(b-Term)= 0,190 & exp(0,190) = 1,21.
Dagegen schreiben wir fiir die Hochschulabsolventen folgende Gleichung:
Studium = 1: Ln(b-Term)= 0,190-0,245=-0,054 < exp(-0,054) = 0,95
Setzen wir die Schitzung des b-Terms in die Gleichung fiir das Weibull-Modell
ein, konnen wir mit Hilfe der geschétzten Effekte auf den a- und den h-Term die

zeitabhdngige Rate fiir die jeweils interessierende Subpopulation ausrechnen
(Cleves et al. 2008, S. 254):

r(t)y=bea"et"" a=exp(da) b=exp(BS)
Das ergibt fiir Lehr- und Hochschulabsolventen:

Lehrabsolventen

r(t)=1,21 e exp(-3,791 —0,007[/fx]— 0,039[ pres.]) o t"*'

Hochschulabsolventen:
r(t) =0,95 e exp(—3,791—0,007[lfx] - 0,039[ pres.]+1,741[Stud .]) 00

Anhand dieser Berechnungen wird deutlich, dass bei der Vorhersage der abhén-
gigen Variablen — ndmlich in diesem Fall der Rate r(z) zum Zeitpunkt ¢ — durch
das Regressionsmodell sowohl der Lage- als auch der Formparameter beriick-
sichtigt werden miissen. Dadurch wird eine Vorhersage natiirlich komplizierter.
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Obwohl stata uns durch den stcurve Befehl viel Arbeit erspart, muss man bei
selbst konstruierten Vorhersagen, beispielsweise bei der Simulation von Effekten
zeitverdnderlicher Kovariaten, die iiber ein Episodensplitting gemessen wurden,
bei der Vorhersage die Nicht-Proportionalitdt der Modelle korrekt erfassen.

AbschlieBend sei noch einmal kurz und auf unmathematische Weise auf das
generalisierte Gamma-Modell eingegangen. Zusétzlich zur Schéitzung der Hohe
der Rate (Lageparameter) verfligt das generalisierte Gamma-Modell iiber zwei
Formparameter, die als o (6>0) und « bezeichnet werden (sigma und kappa).
Anzumerken ist, dass in der Literatur die Notationen nicht einheitlich ist und
auch als A (lambda) bezeichnet wird (Cox et al. 2007). Weil stata ebenfalls das
Symbol k verwendet, wird es auch hier verwendet.

Der grole Vorteil des generalisierten Gamma-Modells besteht darin, dass es
in Abhéngigkeit der geschétzten Werte fiir die beiden Formparameter mehrere
Modelle abbilden kann, die weniger komplex sind, ndmlich das Exponential-
Modell, das Weibull-Modell, das einfache Gamma-Modell sowie das Log-
Normal-Modell. Weil das Modell auch u-férmige Verldufe erfasst, ist es offen
fiir die vier in der angewandten Forschung wichtigsten Verteilungsformen der
Rate: steigende, fallende, u-formige und umgekehrt u-formige Verlaufe iiber die
Zeit. Dieses Modell wird eingesetzt, wenn es in einer gegebenen Datensituation
(d.h. fiir die Zusammenhinge in der jeweils vorliegenden Stichprobe) nachweis-
lich iiberlegen ist (Cox et al. 2007).

Weil es mehrere andere parametrische Modelle einschlie8t, kann es eine wei-
tere Funktion erfiillen, ndmlich die der Modellauswahl: Dabei nutzt man das
generalisierte Gamma-Modell, um anhand systematisch durchgefiihrter Tests
sich fiir ein einfacheres bzw. sparsameres Modell entscheiden zu kdnnen. Mit
dem Problem der Auswahl des angemessenen parametrischen Modells sind wir
in dieses Kapitel iiber parametrische Modelle eingestiegen. Dabei hatten wir
auch das generalisierte Gamma-Modell gestreift, das aber in der Beispielanalyse
nicht konvergierte. Daher soll die Anwendung des generalisierten Gamma-
Modells fiir die Modellauswahl nun anhand eines einfacheren Beispiels nach-
vollzogen werden. Nehmen wir an, dass auf zwei Formparametern basierende
generalisierte Gamma-Modell fiihrt zu dem Ergebnis, dass beide Formparameter
denselben Wert aufweisen, also o = x. Dann reduziert es sich auf ein einfaches
Gamma-Modell mit einem Lage- und einem Formparameter. Resultiert aus der
Schitzung x = 1, entspricht dies einem Weibull-Modell, dessen Formparameter
sich dann aus 1/0 errechnet. Im Gegensatz dazu deutet das Ergebnis o= x= 1
auf ein Exponential-Modell hin. Wird die jeweilige Nullhypothese nicht wider-
legt, spricht das Testergebnis fiir das jeweilige Modell (Cleves et al. 2008, S.
270). Nicht alle Hypothesen schlieBen sich wechselseitig aus, sie lassen sich aber
schrittweise eingrenzen:
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HO: o=« = Gamma-Modell mit einem Formparameter
HO: x =0 = Log-Normalmodell

HO: x =1 = Weibull-Modell

HO: x =o0=1 = Exponentialmodell

Wir konnen im Anschluss an die Schitzung eines generalisierten Gamma-
Modells mit dem stata Befehl test die Hypothesentests durchfiihren. Schét-
zen wir zundchst das generalisierte Gamma-Modell fir Aufstiege mit dem Er-
gebnis in Tabelle 17:

use S$pfad/expl.dta, clear

gen ID=_n

stset dur_process, failure(status_diff==1)
streg mps 1lfx frau studium vollzeit, dist (gamma)

Tabelle 17: Generalisiertes Gamma-Modell fiir berufliche Aufstiege (AFT)

AFT-Koef.
Prestige (Wegener) ~ 0.042"
Berufserfahrung 0.007"™
Frau (=1) -0.067
Studium (=1) -0.866"""
vollzeit 0.496"
Constant 2.668"""
In(c) 0.270
K 0.618"
Observations 2506

FHF

Tp<.1, p<.05 " p<.01," p<.001

Bei der Interpretation des generalisierten Gamma-Modells ist zu beriicksichtigen,
dass das Modell nur in der AFT-Metrik darstellbar ist (vgl. oben). Demzufolge
sind die Koeffizienten als Effekte auf die logarithmierte Verweildauer zu inter-
pretieren, nicht aber als Effekte auf eine (logarithmierte) Rate. Somit verzdgert
sich der Aufstiegsprozess mit steigendem Prestige und zunehmender Berufser-
fahrung. Gleiches gilt fiir Episoden in Vollzeitbeschiftigung. Hochschulabsol-
venten warten dagegen kiirzer auf Aufstiege. Unten in der Tabelle sind die Werte
der beiden Formparameter angegeben. Der Wert von o ist logarithmiert, was fiir
die Tests aber keine Probleme bereiten wird. Wir testen einfach auf /n(o) = 0
anstelle von o= 1. Fiir den ersten Test auf o = x miissen wir aber zunéchst den
antilog von In(o) ausrechnen, was den Wert 1,309 ergibt (disp exp(0.270)).
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Die Tests werden einzeln durchgefiihrt, beim letzten Test von k= o= 1 werden
simultan die beiden Parameter getestet. Dies geschieht im test Befehl durch die
beiden Optionen notest und accum. Um die Syntax des test Befehls zu ver-
stehen, muss man sich vergegenwartigen, dass das generalisierte Gamma-Modell
potenziell ein aus drei Gleichungen bestehendes System darstellt: Es verfiigt
iiber zwei Formparameter und jeder dieser beiden kann — wie auch der Lagepa-
rameter — durch einen Vektor aus erkldrenden Variablen geschitzt bzw. vorher-
gesagt werden. Bei dem test Befehl muss in diesem Fall die jeweilige Glei-
chung und anschlieBend die Variable, deren Wert getestet werden soll, angege-
ben werden. Dabei steht der Name der Gleichung in der ersten eckigen Klammer,
in der zweiten eckigen Klammer steht der Name des Koeffizienten. In dem Mo-
dell in Tabelle 17 wurden nur Effekte auf den Lageparameter geschitzt, daher
enthalten die beiden Formparameter-Gleichungen jeweils nur die Konstante, die
Stata auch fiir die Gleichungen der Formparameter intern als _cons bezeich-
net. Der erste Test priift die Nullhypothese, dass k nicht signifikant von dem
Wert 1,309 (ndmlich o) abweicht. Diese Nullhypothese wird widerlegt
(x*(df=1)=13,41**), weshalb die Datensituation durch ein einfaches Gamma-
Modell nicht gut repriasentiert wird. Ebenso wird die Nullhypothese widerlegt,
dass « gleich Null (x*(df=1)= 10,69**) und die Rate log-normal verteilt ist. Zwar
knapp, aber dennoch signifikant wird auch das Weibull-Modell verworfen (HO: «
= 1, y*(df=1)= 4,10%). Als einzige Hypothese wird bei zwei Freiheitsgraden die
Nullhypothese ¥ = o= 1 nicht verworfen (xz(df=2)= 4,94 n.s.).

test [kappal_bl_cons] = 1.309 /*kein einfaches Gamma*/
test [kappal]_b[_cons] = 0 /*kein log-normal*/
test [kappal_bl_cons] = 1 /*knapp kein Weibull*/

test [kappal_bl[_cons] 1, notest
test [ln_sig]_b[_cons] = 0, accum /*Exponential-Modell: ja*/

Folgt man dem letzten Test, wiirde aufgrund der geschitzten Formparameter des
generalisierten Gamma-Modells das Exponential-Modell am besten zu den vor-
liegenden Daten passen. Diese Art des Testens auf Basis des generalisierten
Gamma-Modells stellt eine Variante des uns schon bekannten Likelihood Ratio-
Tests dar. Er ist darum nur fiir Modelle geeignet, die innerhalb des generalisier-
ten Gamma-Modells genestet sind, was bedeutet, dass man durch Setzen be-
stimmter constraints (d.h. vorgegebener Werte) fiir die Formparameter die einfa-
cheren Modelle (Gamma-Modell, Log-Normalmodell, Weibull-Modell, Expo-
nential-Modell) erhilt. Sind Modelle nicht genestet, sollte die Modellauswahl in
Form der AIC- und BIC- Vergleiche erfolgen, wobei aber wiederum zu beachten
ist, dass das auf der Partial-Likelihood basierende Cox-Modell mit den anderen
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Modellen nicht vergleichbar ist, weil das Schitzverfahren von dem der anderen
Modelle abweicht.

6.8 Residuen, Ausreifier und einflussreiche Fille

Ein weiteres Problem der ereignisanalytischen Regressionsmodelle sind verzerrte
Schétzungen aufgrund von Ausreilern und einflussreichen Fillen. Dies betrifft
natiirlich Regressionsmodelle generell, nicht nur die Ereignisanalyse. Im ersten
Schritt konnen wieder die Cox & Snell Residuen verwendet werden. Hier ist der
Hinweis wichtig, dass nach predict die Option csnell das addquate Residu-
um fiir einen Ein-Episodenfall liefert. Wiirde man die Abhingigkeit der Episo-
den innerhalb der Personen explizit beriicksichtigen, miisste man sich durch die
Option ccsnell das kumulierte Cox & Snell-Residuum ausgeben lassen. Neh-
men wir der Einfachheit der Darstellung halber ein eher sparsames Modell zur
Erklarung beruflicher Aufstiege und nehmen wir die Unabhéngigkeit der Episo-
den an: Nach der Vorhersage der Residuen konnen wir diese iiber die Prozess-
zeitachse plotten. Weil wir zuvor mit gen ID=_n alle Episoden im Datensatz
chronologisch durchnummeriert haben, kdnnen wir bei der Ausgabe der Grafik
diese Nummer als Label verwenden, um eventuelle Ausreiler zu identifizieren
und — wenn es als erforderlich erachtet wird — auszuschliefen.

use $pfad/expl.dta, clear
gen ID=_n
stset dur_process , failure(status_diff==1)

streg mps lfx studium, dist (weib) nohr
predict cc_weib, csnell
scatter cc_weib _t, mlabel (ID) msymbol (i)

stcox mps lfx studium, esr(rl_c r2_c r3_c)
predict cc_cox, csnell
scatter cc_cox _t, mlabel (ID) msymbol (i)

Als Resultat erhalten wir zwar nicht identische, aber sehr dhnliche Diagnostiken
fir das Cox-Modell und das Weibull-Modell, was auch damit zusammenhéingt,
dass beide Modelle bei der Koeffizientenschdtzung nahezu identische Ergebnisse
liefern.
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Abbildung 34: Cox & Snell-Residuen zur Analyse von Ausreiflern
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Das Cox-Modell erlaubt zudem die Vorhersage eines Mafles fiir einflussreiche
Fille, welches wir im Prinzip schon aus der bindren logistischen Regression
kennen: ,differences in beta” bzw. ,,dfbeta”, diec man auch als /leverage bezeich-
net (,,Einfluss®, ,,Hebelkraft™). Einer einfachen Logik folgend wird fiir jede er-
klarende Variable fallweise ein Wert berechnet, der die Differenz der beiden f3-
Koeffizienten enthélt, die sich daraus ergibt, dass ein Modell einmal mit und
einmal ohne diesen Fall geschitzt wird. Wiirde man allerdings tatsichlich dieses
Vorgehen wihlen, miisste man n+1 Regressionen berechnen, ndmlich n-mal mit
Ausschluss des jeweiligen Falles und einmal mit allen Féllen, woraus sich dfbeta
ergébe (Cleves et al. 2008, S. 218):

dfbeta =, — B

Ist dfbeta fiir einen Fall i nahe Null, hat er auch nur einen geringen Einfluss auf
die Koeffizientenschitzung. Dies wiirde sich multiplizieren mit der Anzahl der
erklarenden Variablen, wenn man dfbeta fiir jeden Pradiktor einzeln berechnete.
Insbesondere bei grolen Datensidtzen wire dieses Vorgehen also sehr zeitinten-
siv.

Als Alternative zu diesem aufwindigen Vorgehen konnen sogenannte effi-
cient score residuals berechnet werden (Box-Steffensmeier und Jones 2007, S.
123; Cleves et al. 2008, S. 218). Anzumerken ist allerdings, dass in der Literatur
eine nachvollzichbare Berechnungsweise der efficient score residuals schwer zu
finden ist. Zudem liefert hier nicht das Residuum selbst, sondern, aus Griinden
ihrer Skalierung, erst das Produkt aus dem Residuum und der Varianz-
Kovarianzmatrix der geschitzten Koeffizienten B das MaB fiir den leverage
(Box-Steffensmeier und Jones 2007, S. 128). In der obigen Syntax werden die
efficient score residuals im Cox-Modell mit der Option esr(rl_c r2_c
r3_c) angefordert und in die drei in der Klammer stehenden Variablen ge-
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schrieben. Die Reihenfolge der erklirenden Variablen des Modells bestimmt die
Reihenfolge, in der die Residuen fiir die jeweilige erkldrende Variable in den
Datensatz geschrieben werden. Daher ist der Hinweis wichtig, dass die Zuord-
nung der Residuen zu den Variablen nicht mehr stimmt, wenn Stata wéhrend
der Modellschétzung z.B. aufgrund von zu hoher Multikollinearitét eine Variable
ausschlieBt (Cleves et al. 2008, S. 218). In diesem Fall gibt Stata jedoch fol-
gende Warnung aus.

note: _variable omitted because of collinearity

Die Multiplikation der Matrix der efficient score residuals mit der Varianz-
Kovarianzmatrix miissen wir im Anschluss an die obige stcox Schitzung von
Hand durchfiihren. Wenn der Datensatz grof3 ist, reicht die Voreinstellung der
Matrizengrée nicht, sie muss darum hoch gesetzt werden, vorsichtshalber auf
3000 (set matsize 3000) oder sogar hoher. Der Befehl mkmat schreibt die
Residuen unserer drei Erkldrungsvariablen in eine Matrix, die mit der Option
matrix () als resid bezeichnet wird. Die Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffi-
zienten wird nach der Regressionsschétzung standardméBig von stata angelegt,
sie wird aber erst durch explizites Abrufen sichtbar, indem wir den Befehl mat -
rix list e (V) anwenden. Die eigentliche Matrixmultiplikation erfolgt durch
den mat Befehl. Weil die stata Grafik Werte aus Matrizen nicht direkt darstel-
len kann, miissen die intern gespeicherten Matrixwerte an die Analysedatei ge-
héngt werden, was durch svmat geschieht, wobei mit der Option names () allen
drei leverage-Variablen der Matrix das Prifix ,,dfb“ vorangestellt wird, die
Variablen selbst aber chronologisch durchnummeriert werden.

stcox mps lfx studium, esr(rl_c r2_c r3_c)
predict cc_cox, csnell
scatter cc_cox _t, mlabel (ID) msymbol (1)

set matsize 3000

mkmat rl_c r2_c r3_c, matrix(resid)
mat leverage=resid*e (V)

svmat leverage, names (dfb)

scatter dfbl _t, yline(0) mlabel (ID) msymbol (i)
scatter dfb2 _t, yline(0) mlabel (ID) msymbol (i)
scatter dfb3 _t, yline(0) mlabel (ID) msymbol (i)

Deutlich wird, dass die beiden Fille mit der ID 473 und 963 zumindest bei den
Variablen studium und mps stark einflussreiche Fille sind, weil sie weit von der
Nulllinie abweichen. Um sicher zu gehen, ob die einflussreichen Fille die
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Schétzkoeffizienten und Hypothesentests gravierend verzerren, berechnen wir
die Modelle mit und ohne die beiden problematischen Fille. Der Ausschluss
funktioniert einfach durch die Bedingung if ID != 473 & ID != 963, wo-
bei ,,! =" fiir den Vergleichsoperator ,,ungleich steht.

Vorausgesetzt, man hat Ben Janns ado-file esttab installiert und es existiert
ein Verzeichnis c:\temp, konnen die beiden Modelle in eine Tabelle geschrie-
ben werden, die man direkt z.B. in MS-Word hineinkopieren kann. Das esttab
ado kann man ggfls. einfach installieren, indem man im Befehlsfenster (,,Com-
mand*) den Befehl findit esttab eingibt.

Abbildung 35: dfbeta (leverage) Werte fiir die drei erkldrenden Variablen des
Cox-Modells
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use S$pfad/expl.dta, clear
gen ID=_n
stset dur_process , failure(status_diff==1)

stcox mps lfx studium



Ereignisanalyse 11 187

est sto coxl

stcox mps lfx studium if ID != 473 & ID != 963
est sto cox2

esttab coxl cox2 using c:\temp\cox.rtf, ///
star(+ .1 * .05 ** .01 *** .,001) Db(%4.3f) ///
not label replace eform nogaps

Tabelle 18 zeigt das Ergebnis. Wiirden wir die beiden einflussreichen Falle nicht
ausschlieBen, wire der Fehler bzw. die Verzerrung der Schitzung durch diese
beiden Fille nur sehr gering. Hat man die Mdglichkeit, die Fragebdgen zu sich-
ten und eventuelle Eingabefehler zu korrigieren, sollte man das natiirlich tun —
denn auch dadurch kann die hohe Einflussstirke dieser Fille bedingt sein.
Grundsitzlich bedarf die Entscheidung iiber einen Ausschluss einflussreicher
Félle einer sorgsamen Abwigung durch die Forschenden.

Ubrigens ist es kein Zufall, dass die beiden Fille ID 473 & 963 besonders
einflussreich sind und sich zugleich in der Abbildung 35 anhand der Cox &
Snell-Residuen als Ausreiler entpuppten. Eine Diagnostik hatten wir exempla-
risch auch bereits bei der bindren logistischen Regression in Kapitel 3 durchge-
fithrt. Generell gilt, dass ein einflussreicher Fall tendenziell auch ein Ausreifler
ist. Umgekehrt muss aber ein Ausreifier nicht zwangsldufig auch im selben Mafle
ein einflussreicher Fall sein.

Tabelle 18: Cox-Regression mit und ohne zwei einflussreiche Fille

Cox 1 Cox 2
ohne ID 473 & 963
Prestige (Wegener) 0.9627" 0.960""
Berufserfahrung 0.993" 0.993"
Studium (=1) 21217 2276
Observations 2504 2504

Exponentiated coefficients
Tp<., p<.05 " p<.0l, p<.001

Wie in Abbildung 7 in Kapitel 3 zu sehen ist, entsteht ein einflussreicher Fall
nicht nur durch einen groBen Abstand von der Schétzfunktion, also durch ein
hohes Residuum, sondern auch durch seine spezielle Lage relativ zur Schétz-
funktion und zur Punktewolke.

Die Tatsache, dass die efficient score residuals auf der Partial-Likelihood zu
basieren scheinen, erklart moglicherweise, warum man sie nicht im Anschluss an
streg erhilt, sondern nur nach stcox (Cleves et al. 2008, S. 207). Dazu passt
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auch, dass die auf den score residuals basierenden Beispielanalysen in Box-
Steffensmeier und Jones (2007) sich nur auf das Cox-Modell beschrinken. Unter
der Bedingung, dass ein parametrisches Modell sehr dhnliche Resultate zeigt wie
ein dquivalentes Cox-Modell, und zwar sowohl hinsichtlich der Koeffizienten als
auch hinsichtlich der Ausreiflerdiagnostik anhand der Cox & Snell-Residuen, ist
aber Folgendes mdglich: Man generiert, wie oben gezeigt, die efficient score
residuals aus einem dquivalenten Cox-Modell, identifiziert die fiir jede erkldren-
de Variable offensichtlich einflussreichsten Falle und schliet diese aus. Wenn
die Befunde von streg sich mit und ohne diese Fille als robust erweisen, sollte
man diese Fille wieder aufnehmen und das interessierende parametrische Modell
mit allen Féllen schitzen. Das Cox-Modell weist die schone Eigenschaft auf,
dass es sehr flexibel in Bezug auf die Verteilungsform der Rate iiber die Zeit ist.
Wenn man ein Weibull-Modell schitzt und die empirische Verteilung der Rate
tatsdchlich gut durch die Weibullfunktion abgebildet werden kann, lisst sich
diese Verteilungsform auch durch das Cox-Modell gut approximieren. Somit
diirften auch die Niveaus der leverages in beiden Modellen dhnlich sein.

6.9 Modelle fiir gruppierte Daten

Wir haben bisher ein wesentliches Problem der Episodendaten nicht berticksich-
tigt, ndmlich die Tatsache, dass in dem von uns verwendeten Beispieldatensatz
héufig mehrere Episoden von einer Person vorliegen. Auf Grund der Clusterung
der Episoden innerhalb der Individuen ist jedoch die Annahme verletzt, dass die
Beobachtungen (die Episoden) statistisch voneinander unabhéngig sind.
Innerhalb eines zeitkontinuierlichen Ansatzes kann das Problem der geclus-
terten Beobachtungen durch ein so genanntes shared frailty-Modell gelost wer-
den, welches die unbeobachtete Heterogenitit kontrolliert (Hougaard 2001).
Dabei bedeutet frailty ,,Zerbrechlichkeit oder ,,Verwundbarkeit und verweist
damit erneut auf die Herkunft der Ereignisanalyse aus den Mortalitdtsanalysen
der Demographie bzw. der Biostatistik. Die Logik des shared frailty-Modells
besteht darin, dass man einen zuséitzlichen Parameter einfiihrt, der die Unter-
schiede in der Hazardrate zwischen den Episoden abbildet, die durch unbeobach-
tete Einflussfaktoren bedingt sind. Jener Teil der Varianz einer abhéngigen Vari-
ablen (das ist hier die Ubergangsrate), der durch unbeobachtete Faktoren bedingt
ist, schldgt sich im Fehlerterm des Modells nieder. Das shared frailty-Modell
basiert auf der Annahme, dass unbeobachtete Heterogenitit aus Merkmalen re-
sultiert, die allen Episoden innerhalb einer Einheit gemeinsam sind. Somit wird
eine hierarchische Datenstruktur angenommen, bei der die einzelnen Episoden
Einheiten innerhalb der Individuen darstellen. Im folgenden Beispiel sind also
die Individuen die ,,hohere* Ebene. Das muss aber nicht so sein, man kann z.B.
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auch Regionen oder Stadtteile als hohere Ebenen definieren, wobei das Modell
dann direkt im Geiste der Mehrebenenanalyse steht. In der Tat wird im shared
frailty-Modell der Einfluss unbeobachteter Merkmale durch einen zusétzlichen
Fehlerterm a modelliert, der zwischen den Einheiten der hoheren Ebene variiert
(hier der Individuen) und dessen Varianz 8 empirisch zu schétzen ist. Diese Va-
riante der Ereignisanalyse kann daher als Random Effects Modell betrachtet
werden (Giesselmann und Windzio 2012), bei dem der frailty-Term einer Zu-
fallsverteilung fiir jede Gruppe von Beobachtungen folgt (Hougaard 2001, S.
215). Diese Subgruppen sind in der folgenden Analyse durch die Individuen
definiert und der frailty-Term spiegelt die Effekte unbeobachteter Heterogenitét
zwischen den Individuen wider.

r@t; | x,a,)=a,ert;|x;) » var(@)=0

Im Gegensatz zu den klassischen Random Effects Modellen in der Mehrebenen-
und Panelanalyse (Giesselmann und Windzio 2012) wird aus Griinden der effi-
zienten mathematischen Losbarkeit allerdings keine Normalverteilung des Feh-
lerterms o, sondern hdufig eine Gammaverteilung angenommen (Hougaard 2001,
S. 233; Fox 2009, S. 105). Dies muss uns aber im Folgenden nicht weiter be-
schiftigen. Fiir die Schitzung eines shared frailty-Modells lesen wir die Daten
wie gewohnt ein. Weil die Variable idn jede einzelne Episode separat identifi-
ziert, muss eine neue Variable erstellt werden, die die Person identifiziert, inner-
halb der die Episoden geclustert sind. Weil die idn aus Person ID*10000 +
Startzeitpunkt der Episode gebildet wurde, muss die idn nun durch
10000 dividiert werden, wobei die Dezimalstellen mit der £1oor-Funktion abge-
schnitten werden. Beim stpiece Befehl wird bei der Option shared() die
Variable angegeben, die die libergeordneten Einheiten definiert, innerhalb derer
die Episoden voneinander abhingig sein konnten. Um die Syntax etwas abzukiir-
zen schreiben wir die Liste der unabhidngigen Variablen in ein globales Makro
UVs, das im Gegensatz zum lokalen Makro nach erstmaliger Verwendung beste-
hen bleibt und immer wieder mit dem Préfix $ aufgerufen werden kann.

use S$pfad/exp2.dta, clear

gen person=floor (idn/10000)

global UVs 1fx_n mps frau kind_u3 frauXkindu3 ///
studium oeffdidl ko2 ko3 alo die_ant

stset dur_process , failure(status_diff==3) id(idn)
stpiece $UVs, tp(0(24)48) shared(person)
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Das Ergebnis der Modellschidtzung zeigt, dass es legitim ist, die Episoden als
unabhingig voneinander zu betrachten: Die Varianz des frailty Terms 6, also des
Zufallseffektes auf der Personenebene, ist nahe Null und nicht signifikant.

Tabelle 19: Berufliche Abstiege im ostdeutschen Transformationsprozess, PCE
shared frailty Modell und Random Effects (RE) Logit-Modell fiir
multiple Episoden

pce, diskret,

shared RE Logit

frailty
0-12 0.0097"  0.009"
tp2 0.0117"  0.011™
tp3 0.016™"  0.016™
Berufserfahrung (Mon.)  0.987" 0.987"
Prestige (Wegener) 1.003 1.003
Frau (=1) 1.107 1.107
Kind u. 3 0.773 0.772
Frau * Kind u. 3 1.883" 1.887"
Studium (=1) 1.449" 1.450°
offentl. Dienst 0.557"" 0555
Abschlusskohorte 1990  0.662 0.661
Abschlusskohorte 1995  0.650 0.649
Arbeitslosenquote 0.986 0.985
Tertiarisierung 0.988 0.987
0 0.000 n.s.  0.000 n.s.
Personen 1109 1109
Observations 10320 76243

Exponentiated coefficients
Tp<.1," p<.05"p<.01," p<.001

Ist man mit der Analyse von Paneldaten z.B. mit der Software Stata vertraut
(Giesselmann und Windzio 2012), ist es unmittelbar naheliegend, das shared
frailty Modell durch eine alternative Spezifikation zu schétzen, ndmlich durch
ein Random Effects Modell der bindren logistischen Regression. In dem Lehr-
buch von Giesselmann und Windzio (2012) werden Random Effects Modelle
wegen der hdufig unrealistischen Annahme, dass corr(a,x=0) sei, insgesamt eher
kritisch dargestellt; aber sie entsprechen relativ genau dem, was im shared frailty
Modell ebenfalls passiert — nur dass das Random Effects Modell ein zeitdiskretes
Modell darstellt.
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Fir die bindre logistische Regression miissen wir ein Episodensplitting
durchfiihren, in dessen Folge wir eine Zeile pro Personenmonat erhalten. Darum
ist in diesem Modell in Tabelle 19 auch die Zahl der Subepisoden (Observations)
deutlich hoher. Mit Ausnahme der letzten Zeile einer Episode, die den urspriing-
lichen Zielzustandsindikator enthdlt, muss die Zielzustandsvariable fiir alle Zei-
len mit dem Wert Null tiberschrieben werden. AnschlieBend wird eine binédre
Zielzustandsvariable gebildet, die den Wert 1 fiir Abstiege, andernfalls den Wert
Null enthélt. Das zeitdiskrete Random Effects Ratenmodell kann mit dem Befehl
xtlogit geschitzt werden, wobei die Option nocons die Ausgabe der Konstan-
ten unterdriickt, damit fiir jede der drei Prozesszeitperioden eine Baseline-Rate
geschitzt werden kann. Wir schlieBen an die obige Syntax, mit der das shared
frailty PCE-Modell geschétzt wurde, an:

gen d=endem - startm

expand d

sort person startm

bysort idn: gen time=_n - 1

bysort idn: replace status_diff=0 if _n !=_N

tab status_diff

gen abstieg=0
bysort person startm: replace abstieg = 1 if ///
status_diff ==

gen t0_24=0

replace t0_24 = 1 if time < 24

gen t24_48=0

replace t24_48 = 1 if time >= 24 & time < 48
gen t48plus=0

replace t48plus = 1 if time >= 48

xtlogit abstieg t0_24 t24_48 t48plus $UVs, 1i(person) ///
diff nocons or

xtcloglog abstieg t0_24 t24_48 t48plus $UVs, 1i(person) ///
diff nocons eform

sum time if e (sample)

tab status_diff if e (sample)

Wenn man die Schitzung von xtlogit mit dem zeitdiskreten Modell vergleicht
wird man nur geringfiigige Unterschiede zum PCE-Modell feststellen. Ein weite-
res Modell, dass im Vergleich zu xt1logit nahezu identische Resultate bringt,
ist das Random Effects complementary log-log Modell (xtcloglog) (Cameron
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und Trivedi 2005, S. 466), welches relativ hiufig als diskretes Modell der Ereig-
nisanalyse verwendet wird.



7 Schitzung der Anzahl von Ereignissen: Modelle
fiir Zihldaten

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir Regressionsmodelle behandelt,
mit deren Hilfe das Auftreten von Ereignissen durch einen Satz unabhingiger
Variablen erklirt werden kann. Das Auftreten von Ereignissen wurde als Uber-
gang betrachtet, bei dem die Rate des Wechsels von einem Ausgangszustand in
einem Zielzustand durch erkldrende Variablen vorhergesagt wird.

In ihrer klassischen Form sagt uns die Ereignisanalyse jedoch nichts dariiber
aus, wie viele Ereignisse einer bestimmten Art wéhrend einer Risikoperiode
eintreten. Wollen wir untersuchen, welche Faktoren die Instabilitit von Er-
werbsverldufen erklaren, konnen auch andere statistische Verfahren zur Analyse
von Ereignissen aufschlussreiche Befunde liefern. Nehmen wir ein fiktives Bei-
spiel aus einer Studie iiber den Ubergang vom Bildungssystem in den Beruf
wahrend der ersten fiinf Jahre nach Ende der Ausbildung. Angenommen, Perso-
nen, deren Eltern ein geringes Bildungsniveau haben, nehmen nach Abschluss
des Studiums sofort den ersten ihnen angebotenen Job an, da sie aufgrund ihrer
sozialen Herkunft keine finanziellen Riicklagen haben und auf ,,schnelles Geld*
angewiesen sind. Wahrend dieser ersten Jobepisode haben sie ihr Auskommen
und bewerben sich nebenher wohliiberlegt und sorgfiltig vorbereitet auf eine
passende Stelle, die sie aufgrund ihres guten Studienabschlusses auch schnell
bekommen. Diese Stelle behalten sie iiber ihr weiteres berufliches Leben hinweg
bei. In einer empirischen Studie iiber berufliche Mobilitdt wiirde man fiir diese
Personen nur zwei Erwerbsepisoden und ein Mobilitétsereignis feststellen, wobei
die soziale Herkunft ,,Eltern mit geringer Bildung™ fiir die erste Episode eine
hohe berufliche Aufstiegsrate bedingt. Zugleich hétte diese unabhingige Variab-
le einen negativen Effekt auf die Rate der Mobilitdt vom ersten zum zweiten Job.
Zur Frage, inwieweit die Bildung der Eltern sich tatsichlich auf die Fluktua-
tionsneigung am Arbeitsmarkt auswirkt, liefert die Ereignisanalyse also ambiva-
lente, wenngleich durchaus aufschlussreiche Befunde. Man konnte die Perspek-
tive wechseln und fragen, wie sich die berufliche Stellung der Eltern auf die
Anzahl der Beschdftigungsverhdltnisse in den ersten fiinf Berufsjahren auswirkt.

Zur Analyse derartiger Fragestellungen gibt es Modelle zur Analyse von
Zihldaten. Auch bei Analysen von Querschnittsdaten werden diese Modelle
immer dann angewendet, wenn eine diskrete abhdngige Variable die Anzahl von
etwas (z.B. Kinder, Publikationen, gerauchte Zigaretten) misst. Sie lassen sich

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 7, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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als generalisiertes lineares Modell darstellen, bei dem die nicht-linearen Zusam-
menhinge zwischen einer in spezifischer Weise verteilten abhéngigen Variablen
durch eine Linkfunktion in eine Linearkombination aus Werten der unabhingi-
gen Variablen und Regressionsgewichten transformiert werden (vgl. Kap. 2).

Ziahldaten beschreiben Inzidenzen. In der medizinischen Statistik bezeichnet
der Begriff der Inzidenz die Anzahl von neu auftretenden Fallen einer Krankheit
in einem Zeitintervall. In der kriminologischen Forschung verwendet man den
Begriff fiir die Anzahl der in einem bestimmten Zeitintervall auftretenden Delik-
te, wihrend der Anteil der Titer in einer Population als Prdvalenz bezeichnet
wird (Enzmann et al. 2004; Windzio und Baier 2009). Wenngleich Inzidenzen
ratioskaliert sind, stellen sie kategoriale Variablen dar. Man kann in den letzen
12 Monaten zwei oder neun Gewaltdelikte begangen haben, nicht aber einein-
halb. Streng genommen ist ein auf der Annahme stetig normal verteilter abhén-
giger Variablen basierendes Schidtzmodell wie die lineare OLS-Regression nicht
angemessen, wenngleich die Schétzungen der OLS-Koeffizienten nicht notwen-
digerweise verzerrt sein miissen. Problematisch wird die Anwendung der linea-
ren Regression auf Zdhldaten aber dann, wenn der Daten generierende Prozess
zu sehr schiefen Verteilungen in der Untersuchungspopulation fiihrt oder wenn
die mittlere Anzahl der Ereignisse deutlich kleiner als 30 ist.

Die in Abbildung 36 dargestellte Verteilung der Anzahl der Jobwechsel im
Alter von 25 ist schief und entspricht keinesfalls einer Normalverteilung. Ange-
sichts dieser schiefen Verteilung wird man durch ein lineares OLS-Modell kaum
valide Ergebnisse erhalten.

Abbildung 36: Anzahl der Jobwechsel im Alter von 25
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Kann man trotzdem eine Regression schitzen? Ja, aber man muss eine Vertei-
lungsfunktion wahlen, die der empirischen Verteilung der abhdngigen Variablen
y angemessen ist. Diese Verteilungsfunktion muss zum einen diskret sein, weil y
eine diskrete Zufallsvariable ist. Sie muss zum anderen derartig schiefe Formen
zulassen. Eine hdufig verwendete diskrete Verteilung fiir Zahldaten ist die Pois-
son-Verteilung. Aus ihr ergibt sich die so genannte Poisson-Regression. Im fol-
genden Beispiel misst die abhéngige Variable y die Anzahl der Jobs, die eine
Person wihrend des ostdeutschen Transformationsprozesses im Alter von 25
Jahren hatte. Die Poisson-Verteilung wird nur durch einen Parameter bestimmt,
ndmlich y (sprich: ,,mii*). In der Literatur wird er auch haufig als A (sprich:
»lambda“®) dargestellt. Dieser Parameter ist der Kern der Regressionsschétzung;
er wird in Kombination mit den geschitzten Regressionsgewichten als abhéingig
von den Merkmalen der jeweiligen Beobachtungen betrachtet. Er steht fiir den
Erwartungswert von y, zugleich aber auch fiir dessen Varianz.

Die Poisson-Verteilung ist diskret und gibt fiir jede Kategorie der abhingigen
Variablen y die Wahrscheinlichkeit an, mit der eine zufdllig ausgewéhlte Be-
obachtung in die jeweilige Kategorie fillt, sie also die jeweilige Anzahl der Job-
wechsel aufweist. Sie stellt sich formal folgendermafen dar:

exp(—p) i
Pr(yi‘,ui):p(ilu;)lul

it

Dabei steht y! fiir die Fakultdt von y. Hat eine Person vier Ereignisse erlebt,
bedeutet y/ = 4/ = 4¢32+] = 24. Fiir jedes Individuum ldsst sich auf Basis einer
Poisson-Regression also in Abhéngigkeit von u; die Wahrscheinlichkeit schitzen,
eine bestimmte Anzahl von Ereignissen aufzuweisen. Der Wert 4, ldsst sich nach
Logarithmierung aus einer Linearkombination von Regressionsgewichten f und
Werten von x schétzen.

In(g,) = By + Bixy; + PoXy; +..c 4 foxs, =P'X,
Daraus ergibt sich fiir u:

M, =exp(fB, + fix, + fox, +...+ Byx;) =exp(B'x;)
E(y)=p < u=E(y,; | %) =exp('x,)

Der konditionale Erwartungswert von y ist also 4. Schitzt man einen Wert fiir 4;
mit einer Poisson-Regression, kann man diesen in die obige Formel fiir die
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Wabhrscheinlichkeit Pr(y;| g;) einsetzen und daraus die Wahrscheinlichkeit fiir
einen gegebenen Wert von y berechnen. Der durch exp(p’x;) vorhergesagte Wert
fiir 4; bezeichnet die durch die Regression vorhergesagte Anzahl der Ereignisse.

Der Term y; ldsst sich im Poisson-Modell auch als /nzidenzrate bezeichnen,
d.h., als die mittlere Anzahl der Ereignisse in einem gegebenen Zeitintervall.
Allerdings besteht in vielen Untersuchungen ein Problem darin, dass nicht alle
Untersuchungseinheiten iiber dieselbe Zeitdauer hinweg dem Risiko ausgesetzt
sind, Ereignisse zu erleben. Sind die Beobachtungen jeweils fiir spezifische Dau-
ern #; dem Ereignisrisiko ausgesetzt, variiert das Ereignisrisiko allein schon des-
halb, weil die Beobachtungen unterschiedlich lange ,,Wartezeiten* (oder Risiko-
zeiten) aufweisen, wihrend der sie die Ereignisse erleben konnen. Dieses Prob-
lem wird bei der Modellierung von Zéhldaten dadurch gelost, dass die Inzidenz-
rate durch eine Offset-Variable auf die jeweilige Risikozeit konditioniert wird, in
der eine Beobachtung ein Ereignis erleben kann. Verwendet man die individuel-
len Risikozeiten ¢; als Offset-Variable, ist nicht mehr In(x;) sondern In(u;/t;) die
abhingige Variable (Dunteman und Ho 2006, S. 48). Der konditionale Erwar-
tungswert der Anzahl der Ereignisse wird also konditioniert auf die Risikozeit.
Zwar ldsst sich der Ausdruck In(u;/;) nicht einfach aus den Daten heraus berech-
nen. Weil aber gilt: In(u/¢) = In(w,;) — In(#;), kdnnen wir In(#,) auf die linke Seite
ziehen und erhalten In(u;)=In(z;)+xp. Ist g; nicht von der Risikozeit abhédngig, z.B.
in einer Querschnittsstudie, wird auch keine Offset-Variable verwendet, das
Modell also einfach ohne diese Variable geschitzt.

ln(tllj =xp= In(y;)—In@t) =xp < In(y;) =In(t) +x,p

i

Wie beschreibt der Parameter u die Poisson-Verteilung? Je groBer u, desto stér-
ker verschiebt sich die Masse der Verteilung nach rechts. Der Parameter u ist der
Erwartungswert (,,Mittelwert™) der Verteilung. Diesen wollen wir durch erkli-
rende Variablen vorhersagen [(]x)]. Zugleich ist u aber auch die Varianz der
Poisson-Verteilung. Somit miissen sowohl Varianz und Mittelwert von y gleich u
sein, andernfalls passt das Poisson-Modell nicht zu den Daten. Betrachten wir
zur Illustration der Poisson-Verteilung die Abbildung 37. Nehmen wir an, eine
erkldrende Variable x hat einen positiven Effekt auf die Inzidenz (d.h. Anzahl der
Ereignisse), der sich in einem groen Wert des Koeffizienten S zeigt. Dadurch
steigt &, und der Erwartungswert E(y;|x;) ist nun bei hoheren Inzidenzen zu fin-
den.

H; = E(yi ‘Xl‘) = exp(B'X;’)
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Je hoher die vorhergesagte Anzahl g; ist, desto weiter schiebt sich der Modalwert
der Poisson-Verteilung nach rechts und desto dhnlicher werden sich Modal- und
Mittelwert. Bei hohen y nimmt die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Wertes
von y ab: In der Grafik oben rechts sind es nur maximal fiinf Ereignisse und die
Wabhrscheinlichkeit fiir die Werte Null und Eins liegt zumindest iiber 30%. In der
Grafik rechts unten betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir den Modalwert von ca. 10
bereits weniger als 20%, die Ereignisse verteilen sich nun auf mehrere Katego-
rien. Bei hohem y konvergiert die Poisson-Verteilung gegen die Normalvertei-
lung, und in diesem Fall wiirde auch eine OLS-Regression ein gutes Ergebnis
liefern — und ist zudem deutlich einfacher zu interpretieren.

Abbildung 37: Lage der Poisson-Verteilung in Abhingigkeit von p
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Die Poisson-Verteilung weist die bereits erwdhnte Eigenschaft auf, die die prak-
tische Anwendung des Poisson-Modells hédufig verbietet: Der Mittelwert der
Poisson-Verteilung, d.h. der Schitzwert y, ist gleich der Varianz der Verteilung.
Dies wird als Equidispersion bezeichnet:
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var(y) = E(y)=p

Die Tatsache, dass die abhdngige Variable eine Zdhlvariable darstellt, bedeutet
daher keineswegs automatisch, dass sie einer Poisson-Verteilung entspricht. Ist
also die Annahme, auf der das Modell basiert, erfiillt? In unseren Beispielanaly-
sen unten schétzen wir Pradiktoren der Anzahl von im Alter von 25 Jahren be-
reits erlebten Jobwechseln. Im Anschluss an die Modellschdtzung mit Stata
berechnen wir mit sum Mittelwert und Standardabweichung der abhingigen
Variablen anz fiir jenes Subsample, auf dem die Modellschitzung basierte (Be-
dingung if e (sample)). Wir greifen auf die intern gespeicherte Varianz mit
r (Var) zu und geben den Wert mit dem di sp Befehl aus (siche unten).

Die Varianz (1,19) ist deutlich grofer als der Mittelwert (0,698), was man als
overdispersion (dt. Uberdispersion) bezeichnet. Dieses Phdnomen entsteht haufig
dadurch, dass der Wert Null flir y hdufiger auftritt, als man nach der Poisson-
Verteilung erwarten wiirde. Es stellt sich aber die Frage, ob diese Uberdispersion
erhalten bleibt, wenn wir im Rahmen einer Regression die einschlidgigen erkla-
renden Variablen kontrollieren. Die Uberdispersion kénnen wir aber auch in die
Gleichung integrieren und mitschdtzen. Dazu erweitern wir die Poisson-
Verteilung um eine empirisch zu schétzende Varianz und erhalten, allerdings
nach komplexerer Algebra, die negative Binomialverteilung. Dieses Modell hat
folgende Form, wobei I' (sprich: Gamma) fiir die Gamma-Verteilung steht, die
an dieser Stelle nicht niher erldutert werden kann:

Pr(yi|xi):r(yi+vi). vi ’. /'li -
) v, + i, v+ U

Der Erwartungswert der Anzahl der Ereignisse ist wieder .

u=E(y;|x;)=exp(b'x,)

Die Varianz der abhidngigen Variablen y ist nun nicht mehr zwangslaufig gleich
u, sondern wird auch durch den zusitzlichen Parameter v; gesteuert (sprich: nii)
und berechnet sich durch

2
var(y, |x):/1[(1+y[]=,u[ + 4 oﬁ:ﬂ’_ +i
Vi v v,

i i i

1, 2
=,ui+‘7:ui =M o,
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Die Statistiksoftware Stata gibt als Indikator fiir die Varianz den Wert « aus,
der sich errechnet aus o =1/v . Ist & in der obigen Gleichung Null, bleibt fiir die
Varianz nur y {ibrig, also der geschitzte konditionale Mittelwert. In diesem Fall
ware das negative Binomialmodell mit der Poisson-Regression identisch. Somit
ist das Poisson-Modell als Sonderfall mit &= 0 in der negativen Binomialregres-
sion enthalten, beide Modelle sind genested. Ist a Null, dann ist die Varianz
gleich dem Mittelwert und die Annahme des Poisson-Modells ist erfiillt. Schéatzt
man die negative Binomialregression mit einen constraint a = 0, dann erhélt man
das Poisson-Modell. Mit dem Signifikanztest der Nullhypothese a = 0 kann ent-
schieden werden, ob das negative Binomialmodell tatsichlich aufgrund von a #
0 dem Poisson-Modell iiberlegen ist. Ist das nicht der Fall, sollte man eine Pois-
son-Regression schitzen, weil man andernfalls mit der negativen Binomialre-
gression iiberfliissigerweise a als zusdtzlichen Parameter schétzen und damit die
Modellanpassung verschlechtern wiirde (siehe A/C und BIC in Kapitel 2).

Weil die overdispersion relativ hiufig bei der Schitzung von Modellen fiir
Zihldaten auftritt, wird entsprechend haufig das Poisson-Modell zugunsten der
negativen Binomialregression verworfen. Dies ist auch im anschlieenden Bei-
spiel der Fall. Wir wollen Einflussfaktoren auf die Anzahl der Jobwechsel mo-
dellieren, die eine Person im Alter von 25 erlebt hat. Die beiden Modelle erhilt
man mit der unten stehenden Syntax. Dabei ist der Hinweis wichtig, dass die
Anzahl der Jobwechsel auch von der gesamten Erwerbsdauer abhingt, also von
der Gesamtzeit, die eine Person im Alter von 25 Jahren im Erwerbssystem ver-
bracht hat. Diese stellt unsere Offset-Variable durs dar, die wir in der Option
exposure () angeben.

use $pfad/count.dta, clear
poisson anz alter frau kohorte2 kohorte3 m_isei_88 ///
studium ant_befrist, exposure(durS) irr

nbreg anz alter frau kohorte2 kohorte3 m_isei_88 ///
studium ant_befrist, exposure(durS) irr

sum anz if e (sample)
disp r (Var)
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Tabelle 20: Anzahl der Jobwechsel im Alter von 25, Poisson- und negative
Binomialregression, incidence rate ratios (IRR)

poisson  negativ

binomial
Alter 1.090™" 1.105™"
Frau 0.983 0.971
Kohorte90 1.887""  2.023™
Kohorte95 1.182 1.199
ISEI 0.990°  0.989"
Studium 0.596"  0.558""
Anteil befristet  1.009”"  1.010™
a - 305% %%
Observations 709 709

Tp<.1,"p<.05 " p<0l," p<.001
Likelihood-ratio test of alpha=0: chibar2(01) = 19.10 Prob>=chibar2 = 0.000

In der Ergebnisausgabe von Stata zeigt auch der Likelihood-Ratio-Test an, dass
die Nullhypothese HO: o = 0 mit einem Chi-Quadrat Wert von 19,10 bei einem
Freiheitsgrad widerlegt ist (4*(df)=19,10(1), p<=0,000). Wir haben folglich eine
signifikante Uberdispersion, und damit eine Verteilung, deren Varianz grofer ist
als der Mittelwert. Das Poisson-Modell wird zu Gunsten der negativen Binomial-
regression verworfen.

In Tabelle 20 haben wir uns die Koeffizienten in entlogarithmierter Form
ausgeben lassen und konnen diese als so genannte incidence rate ratios interpre-
tieren: Mit jedem Altersjahr der Person steigt im Poisson-Modell die Rate eines
weiteren Jobwechselereignisses um den Faktor 1,090, nach dem negativen Bi-
nomialmodell um den Faktor 1,105. Wesentlich interessanter und erwartungs-
gemil ist aber der Befund, dass die Absolventen der Kohorte 1990 gegeniiber
der Referenzkategorie der Kohorte 1985 einen wesentlich turbulenteren Berufs-
einstieg erlebten, und zwar mit einer um den Faktor 1,887 (Poisson) bzw. 2,023
(negativ binomial) erhdhten Inzidenzrate. Hingegen ist kein Unterschied zwi-
schen der Absolventenkohorte 1995 und der Referenzkategorie der Kohorte 1985
festzustellen. Insbesondere jene, die wihrend der ,heilen Phase* der ostdeut-
schen Transformation in den Arbeitsmarkt einstiegen, dem so genannten ,,Gele-
genheitsfenster, in dem neben der Abwicklung ineffizienter Betriebe auch zahl-
reiche Neugriindungen stattfanden (Windzio 2001), hatten bis zum Alter von 25
vergleichsweise viele Jobwechsel. Schliefflich ergibt sich fiir den Anteil befriste-
ter Beschéftigungsverhiltnisse (in %) an der Gesamtdauer der Beschéftigung bis
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zum Alter von 25 eine hohere Jobwechselhdufigkeit, d.h. Befristung korrespon-
diert mit Instabilitit der Beschéftigung.

Nochmals ist zu betonen, dass das Poisson-Modell zu Gunsten der negativen
Binomialregression widerlegt ist. In diesem speziellen Fall wére allerdings der
Fehler, den man mit dem Poisson-Modell machen wiirde, nicht sehr dramatisch —
aber das kann sich in anderen Analysen anders darstellen, und das Problem einer
moglichen Fehlanpassung des Poisson-Modells muss sehr ernst genommen wer-
den.

Es gibt Situationen, in denen selbst die negative Binomialregression den Da-
ten generierenden Prozess fiir Zahlvariablen nicht addquat beschreibt. Dies ist
der Fall, wenn die Kategorie der Null so hdufig besetzt ist, dass diese extreme
Hiufigkeit auch nicht mehr durch die Uberdispersion des negativen Binomial-
modells abgebildet werden kann. Man spricht in diesen Fillen von einem Exzess
der Nullen. Zwar kann die Fehlanpassung der Poisson-Verteilung an die Daten
grundsatzlich durch eine tiberhohte Anzahl an Nullen bedingt sein, so dass die
negative Binomialverteilung den Daten generierenden Prozess adidquat be-
schreibt. Ubersteigt aber der Exzess der Nullen eine gewisse Schwelle, dann
passt auch die negative Binomialverteilung nicht mehr zu den Daten. Verteilun-
gen mit einem Exzess von Nullen kdnnen auf interessante soziale Prozesse hin-
deuten. Nehmen wir das Beispiel der Delinquenzforschung. Untersuchen wir die
Inzidenz von schweren Gewaltdelikten, die Schiilerinnen und Schiiler der 9.
Jahrgangsstufe im letzten Jahr begangen haben, kann ein Exzess von Nullen auf
die Existenz von zwei latenten Klassen hindeuten. Der Begriff der latenten Klas-
se beschreibt Gruppen, die sich signifikant im Hinblick auf die abhéngige Vari-
able unterscheiden, ohne dass die Daten einen Indikator enthalten, der die beiden
Gruppen identifiziert. Die Gruppen sind also latent, d.h. in diesem Fall: unbeo-
bachtet. In der Delinquenzforschung ist es hdufig tiberaus angebracht, von laten-
ten Klassen auszugehen. So wirken in der grolen Mehrheit der Jugendlichen
protektive Faktoren dahingehend, dass ihnen niemals in den Sinn kdme, ein
schweres Gewaltdelikt zu begehen. Nur ein kleiner Teil der Jugendlichen fillt in
die Gruppe derjenigen, die zu einem schweren Gewaltdelikt iiberhaupt in der
Lage sind. Erst, wenn man Teil der Gruppe der potentiellen Gewalttiter ist, stellt
sich iiberhaupt die Frage, wie viele Gewaltdelikte man beispielsweise im letzten
Jahr begangen hat (Windzio und Baier 2009).

Wir brauchen ein Regressionsmodell, das zum einen erklért, welche Faktoren
die Zugehorigkeit zu den beiden latenten Gruppen erkldren, andererseits aber die
Inzidenz der Gewaltdelikte im letzten Jahr innerhalb der Gruppe der Titer er-
klart. Tatséchlich existiert eine Variante der Poisson- bzw. der negativen Bino-
mialregression, die diese beiden Fragen in einer simultanen Modellschitzung
beantworten kann. Es handelt sich um sogenannte Zero-Inflated Count-Data
Modelle. Diese Modelle basieren auf zwei simultan geschitzten Regressionsglei-
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chungen. In der ersten Regressionsgleichung werden Einflussfaktoren auf die
Zugehorigkeit zur latenten Klasse geschitzt. Da diese Zugehdrigkeit bindr aus-
gepragt ist (1 = gehort zu der Gruppe der Nichttdter; 0 = gehort zu der Gruppe
der potentiellen Téter), konnen wir Modelle zur Erkldrung bindr ausgepréigter
abhédngiger Variablen fiir die Schitzung der ersten Gleichung verwenden. Wie
wir bereits wissen, bieten sich hier entweder Logit- oder Probit-Modelle an. Fiir
die zweite Gleichung, die die Inzidenz der Ereignisse (hier der schweren Ge-
waltdelikte) in der latenten Gruppe der potentiellen Téater erklért, schitzen wir
entweder eine Poisson- oder eine negative Binomialregression. Dabei ist zu be-
riicksichtigen, dass sich etwa die Erklarung zur Zugehorigkeit zur latenten Grup-
pe der Nichttiter nicht vollstindig durch ein isoliertes Modell der bindren Logit-
oder Probit-Regression reproduzieren ldsst. Bei den Zero-Inflated Count-Data
Modellen werden die Parameter beider Gleichungen simultan durch eine gemein-
same Log-Likelihood-Funktion iiber numerischem Wege geschitzt, d.h. die
Parameter werden durch den Algorithmus gefunden, indem fiir beide Gleichun-
gen simultan die Log-Likelihood-Funktion maximiert wird.

Verdeutlichen wir uns das Zero-Inflated Count-Data-Modell anhand des Bei-
spiels der Gewaltdelikte Jugendlicher (Windzio und Baier 2009), indem wir das
Verfahren in zwei Schritte zerlegen: Im ersten Schritt schitzen wir die Wahr-
scheinlichkeit der Zugehorigkeit zur latenten Klasse 4 der Nichttdiiter durch eine
binére logistische Regression.

_ exp(BZ'")
1+exp(BZ')

Dabei ist © die vorhergesagte Wahrscheinlichkeit der Zugehdrigkeit zur latenten
Gruppe der Nichttiter, BZ’ ist ein Vektor von Regressionsgewichten B und ein
Zeilenvektor unabhingiger Variablen Z’. Allerdings haben auch Zugehorige zur
latenten Gruppe der Tdter eine Wahrscheinlichkeit groBer Null, Nichttdter zu
sein, weshalb sich die Wahrscheinlichkeit von Null Delikten (y = 0) ergibt aus:

Pr(y;=0|x3,Z;) =m+ { (1-m)xPr(y;=0|x;,A;=0) }

Unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit eines Wertes > 0 in der Gruppe
A der Nichttdter gleich Null ist, konnen die Wahrscheinlichkeiten fiir Werte > 0
unter der Bedingung berechnet werden, dass 4; = 0 ist (d.h. dass es sich nicht um
einen Nichttiter handelt):

Pr(yi=k|[xi,Z) = (mx0)+ { (I-m)xPr(yi=K xi, A;=0) }
= (1-m) x Pr(y; =K x;, A;=0)
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Damit erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Befragter k& Delikte began-
gen hat unter der Bedingung, dass er nicht Mitglied der Gruppe der Nichttter ist,
und dies wird gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit (/ — 7;), nicht zur Gruppe
der Nichttdter zu gehdren. Die Wahrscheinlichkeit fiir die jeweilige Anzahl der
Delikte kann dabei entweder durch eine Poisson-Regression (Zero-Inflated-
Poisson) oder durch eine negative Binomialregression (Zero-Inflated Negative-
Binomial) geschédtzt werden.

Fiir die didaktische Erlduterung der Zero Inflated Count-Data Modelle bietet
sich das Beispiel der Gewaltdelikte von Jugendlichen gut an, weil die liberwie-
gende Mehrheit der Leserinnen und Leser sicher intuitiv nachvollziehen kann,
dass man erst einmal die Schwelle in eine andere Kategorie iiberschreiten miiss-
te, um solch ein Delikt zu begehen.

Schauen wir uns ein anderes Anwendungsbeispiel an, bei dem es wieder um
die Anzahl der Jobwechsel geht, die eine Person im Alter von 25 Jahren bereits
erlebt hat (anz), und die wir durch die Pradiktoren Alter, Kohorte und ISEI 88
vorhersagen. Mit der Option inflate (m_isei_88 studium frau) wird
zusitzlich zur Modellierung der Anzahl der Jobwechsel unter der Bedingung,
dass man nicht der latenten Gruppe der Stayer angehort, eine Gleichung fiir die
Wahrscheinlichkeit angefordert, der Gruppe der Stayer anzugehoren. Diese Zero-
Inflated Negative Binomialregression (zinb) spezifizieren wir durch:

use $pfad/count.dta, clear

zinb anz frau alter kohorte2 kohorte3 m_isei 88 ///
studium ant_befrist , exposure(dursS) ///
inflate(m_isei_88 studium frau) vuong irr

Fiir die Zero Inflated Poisson-Regression ersetzt man nur das zinp durch zip.
Die stata-Syntax von zinb (Zero-Inflated negative Binomial) beschreibt ein
Mehrgleichungssystem, bei dem innerhalb der Option inflate () eine bindre
logistische Regression spezifiziert wird, die die Chancen auf y=0 schitzt. Eine
weitere Option fordert den Vuong-Test an, der priift, ob wirklich ein Exzess von
Nullen vorliegt (vgl. unten).

Nun geht es noch darum zu priifen, ob ein (leichter) Exzess von Nullen, der
zu einer Fehlanpassung der Poisson-Regression flihrt, gut mit der negativen
Binomialverteilung abgebildet werden kann, oder ob der Exzess der Nullen so
grof3 ist, dass das Zero-Inflated Count-Data Modell verwendet werden muss.
Diese Frage kann nicht allein aufgrund der visuellen Inspektion der Verteilung
beantwortet werden. Es gibt zwei Moglichkeiten zu entscheiden, ob das Zero-
Inflated Count-Data Modell oder das cinfache Zéhldatenmodell (Poisson- oder
Negative Binomialregression) den Daten generierenden Prozess angemessen
beschreibt. Um die Anpassung des Modells zu testen, konnen entweder grafische
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Verfahren verwendet werden, die dann die Anpassung der jeweiligen Vorhersa-
gewerte an die empirischen Werte von y vergleichen.

Tabelle 21: Anzahl der Jobwechsel im Alter von 25, Zero-Inflated Negative
Binomialregression, incidence rate ratios (IRR)

Anzahl OR(Y=0)

(IRR)
Frau 0.891 0.133
Alter 1.105™
Kohorte90 2.007"
Kohorte95 1.200
ISEI 0.995 1.178"
Studium 0.656" 2.342
Anteil befristet 1.010"™"
o 27 n.s.
Observations 709

Exponentiated coefficients
+p<.l,*p<.05, ¥**p<.01, ¥*** p <.001

Man kann dann entscheiden, ob Poisson-Regression, Zero-Inflated-Poisson,
negative Binomialregression oder aber Zero-Inflated Negative Binomialregressi-
on am besten die empirische Verteilung beschreiben. Oder man kann auf formale
Testverfahren wie den Vuong Test zuriickgreifen (Greene 2000, S. 891; Long
1997, S. 248).

Der Vuong-Test vergleicht die durch das jeweilige Modell vorhergesagten
Wahrscheinlichkeiten. Dabei wird folgendermaflen vorgegangen: Fiir jedes Indi-
viduum wird die Wahrscheinlichkeit geschitzt, dass die Zufallsvariable y (d.h.
die abhédngige Variable) den empirischen Wert von y; aufweist, und zwar einer-
seits durch das Zero-Inflated Count-Data Modell (entweder Zero-Inflated Pois-
son oder Zero-Inflated Negativ Binomial) und andererseits durch die Standard-
version des jeweiligen Zdhldatenmodells. Fiir jedes Individuum wird die vorher-
gesagte Wahrscheinlichkeit des ersten Modells durch die vorhergesagte Wahr-
scheinlichkeit des zweiten Modells dividiert und dieser Ausdruck schlieSlich
logarithmiert. Aus dem logarithmierten Verhéltnis beider Wahrscheinlichkeiten
wird die Grofe m; berechnet.

i

P(Y=y,|x)
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Die GroBe m; wird sodann fiir die Berechnung der y*-verteilten Teststatistik 7
verwendet. Diese resultiert aus dem Produkt der Wurzel der Fallzahl und dem
Mittelwert von m;, dividiert die Standardabweichung von m.

N e

Diese etwas umstindliche Teststatistik ergibt sich daraus, dass beispielsweise
das Poisson-Regressionsmodell und das Zero-Inflated-Poisson Regressionsmo-
dell nicht ineinander genestet sind, und daher auch kein Likelihood-Ratio-Test
durchgefiihrt werden kann (Long 1997, S. 248). Der Vuong-Test hilft allerdings
nur bei der Entscheidung zwischen dem jeweiligen Standardzidhldatenmodell und
dem dazugehorigen Zero-Inflated-Count-Data-Modell. Man kann also nur testen,
ob die Poisson-Regression oder die Zero-Inflated-Poisson-Regression besser zu
den Daten passt, oder aber man unterscheidet zwischen der Anpassung der nega-
tiven Binomialregression und der Zero-Inflated negativen Binomialregression.
Im Prinzip sollte man aber die Modellanpassung zwischen den vier Modellen
simultan vergleichen. Hierfiir existiert eine graphische Losung. Fiir den graphi-
schen Modellvergleich sagt man wieder fiir jedes Individuum auf Basis des Re-
gressionsmodells die Anzahl der jeweiligen Ereignisse (also z.B. Jobwechsel)
vorher. Man bildet dann die Differenz aus der vorhergesagten und der beobachte-
ten Anzahl der Ereignisse fiir jedes Individuum. Stellt man fiir jede Kategorie der
Zahlvariable die Abweichung zwischen den vorhergesagten und den beobachte-
ten Anzahlen graphisch dar, ldsst sich aufgrund der visuellen Inspektion in der
Regel recht gut entscheiden, welches der vier Modelle letztlich am besten zu den
Daten passt. Eine einfache Version der folgenden Abbildung erhédlt man durch:

use $pfad/count.dta, clear

poisson anz alter frau kohorte2 kohorte3 m_isei_88 ///
studium ant_befrist , exposure (durS)
prcounts kpoisson, plot max(7)

nbreg anz alter frau kohorte2 kohorte3 m_isei_88 ///
studium ant_befrist , exposure (durS)

prcounts knbreg, plot max(7)

zinb anz alter kohorte2 kohorte3 m_isei_88 ///
studium ant_befrist , exposure(durS) ///
inflate(m_isei_88 studium frau) vuong

prcounts kzinb, plot max(7)
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zip anz alter kohorte2 kohorte3 m_isei_88 ///
studium ant_befrist , exposure (durS) ///
inflate(m_isei_88 studium frau) vuong
prcounts kzip, plot max(7)

gen kobs=kpoissonobeq

tabl kobs anz if e(sample) /* kobs: beobachtete P*/
gen kobsl=0

gen kdprm=kobs - kpoissonpreq

gen kdnbreg=kobs - knbregpreqg

gen kdzinb= kobs - kzinbpreqg

gen kdzip= kobs - kzippreq

line kobsl kdzip kdprm kdnbreg kdzinb kpoissonval

In Abbildung 38 stellt sich die grafische Uberpriifung des Modell-Fits allerdings
nicht sehr eindeutig dar: Die dicke horizontale Linie repréasentiert die Differenz
der beobachteten und der beobachten Werte und stellt darum eine Nulllinie dar.
Diese dient als Referenz fiir die perfekte Modellanpassung. Je weiter die anderen
Linien von dieser Nulllinie abweichen, desto weiter ist das jeweilige Modell von
dieser perfekten Anpassung entfernt. Offensichtlich ist die Zero-Inflated Version
der Negativen Binomialregression (diinne durchgezogene Linie) nicht besser
angepasst als das Standardmodell der Negativen Binomialregression. Passend
dazu erwies sich in Tabelle 21 der Vuong-Test auch als insignifikant.

Interessant ist aber der Vergleich der Standardversionen von Poisson- und
negativer Binomialregression: Gemif3 der Grafik ist die dicke graue Linie (Pois-
son-Regression) nicht weiter von der Nulllinie entfernt als die graue gestrichelte
Linie. Bei der Modellschdtzung in Tabelle 20 ergab sich aber ein signifikanter
Uberdispersionsparameter (alpha= 0,305%%*), weshalb das Modell auch als ne-
gative Binomialregression geschitzt werden sollte.

Die Stirke der Zahldatenmodelle besteht darin, dass sie auf den fiir Zdhldaten
addquaten Verteilungsfunktionen der abhidngigen Variablen basieren. Allerdings
weisen diese Modelle noch ein weiteres Potential auf, das in der Regel wenig
beachtet wird: In manchen empirischen Studien sind auch stetig gemessene Va-
riablen nicht normal verteilt, sondern weisen im Prinzip auch einen Exzess von
Nullen auf.
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Abbildung 38: Visualisierung der Vorhersagen von vier Zdhldatenmodellen

observed - predicted

0 2 4 6 8
Anzahl Jobwechsel im Alter 25

e perfekte Anpassung  ————- zero infl. poisson
E— D0iSSON = negbin
zero infl. negbin

Daten des SFB 186 A4 N=709 - eigene Berechnungen

Trotz der stetigen Verteilung der abhéngigen Variablen ist in diesen Féllen da-
von abzuraten, ein lineares Regressionsmodell zu schitzen. Es besteht die Mog-
lichkeit, die Stiarken der Zéhldatenmodelle (mithilfe von etwas Datentransforma-
tion) auch fiir diese Félle fruchtbar zu machen. Natiirlich kann man die Zéhlda-
tenmodelle, die ja fiir diskrete abhéngige Variablen entwickelt wurden, nicht auf
stetig gemessene abhingige Variablen anwenden. Man kann allerdings die ab-
héngige Variable in einer Weise rekodieren, bei der die stetige Variable in Kate-
gorien von ganzzahligen Werten zusammengefasst wird. Hat man diese ganzzah-
ligen Kategorien gebildet, lassen sich Zahldatenmodelle schitzen, wenngleich
die Zusammenfassung der Daten und die Kategorienbildung zu einem Informati-
onsverlust fiihrt. Ist man aber an moglichst unverzerrten Schitzungen der Koef-
fizienten interessiert, ist die Zusammenfassung, unter Hinnahme dieses Informa-
tionsverlustes, ein weniger riskantes Vorgehen als die Anwendung der linearen
OLS-Regression.

In Kapitel 10 wenden wir uns Verfahren zu, die unter anderem fiir stetige
Verteilungen mit dem Exzess von Nullen entwickelt wurden, ndmlich die Tobit-
Regression, das Two-Part-Modell sowie das Heckman-Modell. An dieser Stelle
sei bereits angedeutet, dass eine enge Beziechung besteht zwischen den Zero-
Inflated Count-Modellen und Modellen, die fiir stetige Daten formuliert wurden.



8 Mehr oder weniger: Ordinale logistische
Regression

In vielen sozialwissenschaftlichen Studien ist die abhédngige Variable nur in
ordinaler Skalierung verfligbar. Sie liefert Information iiber ,,mehr oder weni-
ger”, aber keine Quantifizierung der Abstinde zwischen den Werten der Katego-
rien. Haufig wird der ordinale Charakter der Messung jedoch ignoriert und eine
stetige und anndhernd normal verteilte abhdngige Variable unterstellt, um auf
dieser Grundlage lineare OLS-Regressionen anwenden zu konnen. Und tatséch-
lich sind die Schétzergebnisse einer OLS-Regression dann relativ erwartungs-
treu, wenn die eigentlich ordinale abhingige Variable viele Ausprigungen hat
und sie trotz ihrer diskreten Natur anndhernd einer Normalverteilung dhnelt. Ist
die Anzahl der Kategorien aber nur gering und ist z.B. die unterste Kategorie am
stirksten besetzt, ist die Annahme einer Normalverteilung nicht mehr vertretbar
und man sollte nicht von unverzerrten OLS-Schéitzungen ausgehen. Fiir ordinal
skalierte abhédngige Variablen existieren spezielle Regressionsverfahren. Wir
werden in diesem einfithrenden Lehrbuch nur auf die ordinalen Logitmodelle,
genauer: die ordinale logistische Regression ndher eingehen.

Wir beginnen mit einer vereinfachten, aber intuitiven Herleitung des Mo-
dells. Die vollstindige Herleitung ist komplizierter, und fiihrt zudem zu einer
Koeffizienteninterpretation, die einer durch die OLS-Regression gepriagten Intui-
tion zuwiderlduft. In der Literatur ist sie aber verbreitet (O’Connell 2006; Liao
1994; Long 1997). Wir orientieren uns im ersten Schritt zundchst an der einfa-
chen Darstellung des Modells, wie es in Stata implementiert ist, und an der
man sich bei der Anwendung orientieren sollte. AnschlieBend sehen wir uns die
prazisere Herleitung an, um die unterschiedlichen Darstellungsweisen des Mo-
dells zu verdeutlichen.

8.1 Darstellung des Modells

Die ordinale logistische Regression basiert auf der Uberlegung, dass man bei der
Messung der abhidngigen Variablen y zwar nur diskrete Kategorien erfassen
konnte, hinter diesen Kategorien aber eine stetige latente abhéngige Variable y*
vorliegt, die durch B'x; vorhergesagt wird:

y¥=p'x+¢

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2_8, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Die beobachtbaren Werte der diskreten Kategorien m von y resultieren aus der
dahinterliegenden, kontinuierlich normal verteilten abhdngigen Variable y*.
Beobachtet wird fiir y der Wert m=1, wenn die latente abhdngige Variable zwi-
schen -0 und der ersten Schwelle 0; liegt. Beobachtet wird fiir y der Wert 2,
wenn der Wert der latenten Variablen zwischen der Schwelle 0, und der Schwel-
le 0, liegt. Beobachtet wird fiir y der Wert 3, wenn die latente Variable zwischen
0, und 05 liegt. Allgemein ausgedriickt weist eine Beobachtung bei der abhéngi-
gen Variablen den Wert m auf, wenn die latente Variable y* innerhalb der Flache
liegt, die fiir die jeweilige Kategorie von den Schwellenwerten 0;.; und 0; abge-
grenzt wird. Somit ist bei m Kategorien und j=m—1 Schwellen die oberste Kate-
gorie eine Fliche, die von 0;,; und dem Wert +oo abgegrenzt wird (Tutz 2000):

y=1Lwenn —0o<y*<g
y=2,wenn 0, < y*< 6,
y=3,wenn 0, < y*< 0,

y=J,wenn 0, | < y*<0, =+

Abbildung 39: Flachenverdnderung unter der Verteilung der latenten
abhdngigen Variablen durch Verdnderungen von x, Version 1
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Wie Abbildung 39 zeigt (vgl. z.B. Tutz 2000, S. 205ff), hebt ein positiver Effekt
von x auf y* den Erwartungswert von E(y*) an. Bei x=42 ist dic Wahrscheinlich-
keit der Kategorie 2 sehr gering, weil sich in dieser Kategorie kaum mehr Fliche
unter der Verteilung befindet. Innerhalb der Kategorie 1 ist die Fliche nahezu
Null. Als Modell zur Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten kennen wir bereits
die binire logistische Regression, die wir nun zu einem Modell fiir ordinale ab-
hingige Variablen generalisieren konnen.

Wir konnen durch eine bindre logistische Regression (Kapitel 3) die Log
Odds vorhersagen, dass y* oberhalb der Schwelle 0, liegt. Analog sagen wir die
Log Odds vorher, dass y* oberhalb der Schwelle 0, liegt. Diese Kumulation wird
nun fiir alle Kategorien verallgemeinert (Kiithnel und Krebs 2010, S. 865).

m(P@>D

1—P@>D]:Q+ﬁx

I[Mj 0, +px
1-P(y>2)

m(P@>m—D

]:9J1+B'x
1-P(y>m-1)

Die Schitzung erfolgt aber nicht durch mehrere bindre Logit-Modelle, sondern
durch ein ordinales Modell. Die Schwelle 0;, der cutpoint, liegt umso weiter
oben, je hoher die Kategorie ist, die wir mindestens erreichen wollen. Dagegen
bleibt der Vektor der Regressionsgewichte p unveridndert. Das bedeutet, dass die
EinflussgroBe P nicht zwischen den Schwellen variiert. Weiter unten wird uns
dies unter dem Begriff der Proportionalititsannahme wieder begegnen. Wir
schitzen die ordinale logistische Regression mit der folgenden Syntax und inter-
pretieren die Koeffizienten in Tabelle 22.

use $pfad/ologit.dta, clear

ologit pendeln alter isei_88 frau studium oeffdidl ///
befristung kohorte2, vce(cluster fb_nr4l)

brant
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Tabelle 22: Ursachen der beruflichen Pendelintensitit (1=nein, 2=wochentl.,
3=tdgl.), ordinale logistische Regression, robuste Standardfehler

&) (@)
Log Odds  Odds Ratios

Alter 0.072" 1.075"
ISEI 88 -0.001 0.999
Frau -0.353" 0.703"
Studium (vs. Lehre)  -0.122 0.885
offentl. Dienst -0.136 0.873
befristete Stelle 0.463" 1.589"
Kohorte 1990 0.420" 1.522"
cutl

Constant 3.595™" 3.595™"
cut2

Constant 40117 40117
Observations 1266 1266

Tp<.1, p<.05 " p<.01," p<.001
Brant-Test y*(df=7)= 24,03; p= 0,001

Die Option vce (cluster fb_nr4l) fiihrt zu einer Korrektur der Standardfeh-
ler, die die Abhédngigkeit der Beobachtungen (mehrere Arbeitsstellen pro Person)
beriicksichtigt. Die abhéngigen Variablen sind in Spalte (1) die Log Odds der
Intensitdt des beruflichen Pendelns, in Spalte (2) die Odds Ratios, die wieder mit
der Option or angefordert werden. Je dlter eine Person ist, desto hoher sind auch
die Log Odds einer héheren vs. einer geringeren Kategorie des Pendelns. Frauen
weisen dagegen eine geringere Intensitdt des Pendelns auf als Manner, wiahrend
befristete Arbeitsstellen die Log Odds einer hoheren Kategorie des erhéhen. Wir
werden uns unten mit der Interpretation eingehender beschéftigen.

Die ordinale logistische Regression basiert auf einer Annahme, die uns unter
anderem bei der Cox-Regression schon einmal begegnete, ndmlich die proporti-
onal odds Annahme: Die Stirke der Effekte unterscheidet sich nicht zwischen
den Kategorien. Ein auf dieser Annahme basierendes Modell wird auch Parallel
Slopes Cumulative Model bezeichnet. Wir sehen in den Gleichungen oben, dass
sich zur Vorhersage der kumulativen Log Odds fiir das Erreichen einer jeweili-
gen Kategorie immer nur die Schwelle 0; &ndert. Dagegen bleibt die Linearkom-
bination aus Regressionsgewichten und Werten der erkldrenden Variablen P'x;
immer konstant. Genau dies ist mit der Proportional-Odds-Annahme gemeint:
Wihrend bei der multinomialen logistischen Regression fiir jede Kategorie der
abhédngigen Variable ein eigener Koeffizientenvektor geschétzt wird (vgl. das
folgende Kapitel 9), liefert die ordinale logistische Regression nur einen Koeffi-
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zientenvektor fiir alle Schwellen. Die Proportional-Odds-Annahme unterstellt,
dass sich die Effekte p nicht zwischen den Kategorien unterscheiden.

Ist diese Annahme nicht erfiillt, sind die Schitzungen der ordinalen logisti-
schen Regression verzerrt, weshalb eine Uberpriifung der Annahme erforderlich
ist. Dies geschieht mit dem so genannten Brant-Test. Der Brant-Test vergleicht
die geschitzten Beta-Koeffizienten von m-/ bindren logistischen Regressionen.
Dabei wird fiir jede Schwelle eine logistische Regression durchgefiihrt. Man
priift anschlieBend die Signifikanz der Abweichungen anhand eines y2-verteilten
Tests. Der Brant-Test, wie er in Stata verfligbar ist, liefert sowohl einen Test-
wert fiir den gesamten Koeffizientenvektor als auch einen Testwert fiir jede ein-
zelne Erklarungsvariable. Anhand dieses Tests kann man problematische Variab-
len identifizieren und ggfls. ausschlieBen.

Der Brant-Test kommt fiir das Modell in Tabelle 22 (oben) zu dem Ergebnis,
dass fiir das gesamte Modell die Annahme einer Proportionalitit der Effekte
widerlegt ist (x*(df=7)= 24,03; p= 0,001). Die detaillierte Auflistung der y>-
Werte fiir die einzelnen Effekte zeigt, dass die Variable frau eindeutig einen
nicht-proportionalen Effekt aufweist.

Im ordinalen Modell wird durch 0;+p'x;, ausgehend von der Kategorie m, je-
weils mindestens die ndchste hohere Kategorie bzw. der Bereich oberhalb der
Schwelle 0; anvisiert. Man kann die Schitzung der Effekte auf die Log Odds der
ordinalen logistischen Regression mit der Schétzung der Effekte einer linearen
OLS-Regression vergleichen. Haufig ist die lineare OLS-Regression zumindest
in Bezug auf Vorzeichen und Signifikanz der Koeffizienten gar nicht weit vom
ordinalen Modell entfernt.

Tabelle 23: Ursachen des beruflichen Pendelns (=1, sonst 0), logistische und
ordinale logistische Regression, robuste Standardfehler

logit ologit
Alter 0.067" 0.067"
ISEI 88 -0.001 -0.001
Frau -0.420"  -0.420™
Studium (vs. Lehre) -0.133 -0.133
offentl. Dienst -0.149 -0.149
befristete Stelle 0.531" 0.531"
Kohorte 90 (vs. 85)  0.425" 0.425"
Constant -3.496" -
cutl - 3.496
Observations 1266 1266

Tp<.1,p<.05 " p<.0l, p<.001
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Im Gegensatz zur bindren logistischen Regression existiert im ordinalen Modell
allerdings nicht nur eine Regressionskonstante, sondern ebenso viele Schwel-
lenwerte (cutpoints), wie Grenzen zwischen den Kategorien. Wie sind diese
Schwellenwerte 6; zu verstehen? Wir untersuchen nun eine bindre abhingige
Variable, die anzeigt, ob die Befragten wihrend ihrer aktuellen Arbeitsstelle
pendeln oder nicht. Wir schétzen fiir diese bindre abhidngige Variable sowohl das
bindre als auch das ordinale Modell. Beide Modelle erhalten wir mit:

use $pfad/ologit.dta, clear

tab pend

logit pend alter isei_88 frau studium oeffdidl ///
befristung kohorte2, vce(cluster fb_nr4l)

ologit pend alter isei_88 frau studium oeffdidl ///
befristung kohorte2, vce(cluster fb_nr4l)
sum pend if e (sample)

Der Anteil der Pendlerepisoden betrdgt insgesamt P=19,83%. Mit Ausnahme der
unterschiedlichen Vorzeichen des cutpoints im ordinalen Modell und der Kon-
stanten im bindren Modell sind beide Modelle vollig identisch (Tabelle 23).

Abbildung 40: Konstante bei logit und t bei ologit

ologit

3.5 Togit =0 T 35

ologit =

Tologit =

Die Konstante in 1logit und der cutpoint in ologit werden nun als 7 (tau) be-
zeichnet. In der ordinalen logistischen Regression schitzt man keine Konstante
bzw. keinen Intercept By, sondern cutpoints, die die beobachtbaren Kategorien
der latenten Variablen y* abgrenzen (vgl. ologit in Abbildung 40). Die Kon-
stante By wird auf den Wert Null gesetzt und die Werte der cutpoints T empirisch
ermittelt. Geschitzt wird in diesem besonderen Fall, in dem wir nur einen einzi-
gen cutpoint haben, die Wahrscheinlichkeit, oberhalb der Schwelle t zu liegen.
Hier sind das die ,,oberen” 19,83% der empirischen Verteilung bzw. 19,83% der
Flache unter der logistischen Dichtefunktion, die durch den cutpoint 1=3,5 abge-
grenzt werden.



Ordinale logistische Regression 215

Anders verhdlt es sich bei der bindren logistischen Regression: Die latente
Variable y* erzeugt in den Daten ,,empirische* Nullen unterhalb eines a priori
festgelegten cutpoints, und empirische Einsen oberhalb dieses cutpoints. Dieser
cutpoint liegt per Definition beim Wert 0 der logistischen Dichtefunktion (=50%
der Fldche). Die Konstante By wird im bindren Modell empirisch geschétzt, eben-
so die Effekte von x’B darauf, dass y* oberhalb des cutpoints 0 liegt (P(Y=1)).
Wihrend beim ordinalen Modell die cutpoints als Grenzen zwischen den Kate-
gorien aus den Daten geschétzt werden, ist beim bindren Logit-Modell die Gren-
ze zwischen den Kategorien auf den Wert Null fixiert. Mit 19,83% liegt der
Anteil der Einsen weit unterhalb der 50%, weshalb sich der cutpoint auch deut-
lich rechts vom Mittelwert der logistischen Dichtefunktion (=0) befindet. Um im
ordinalen Modell bei der Vorhersage der Wahrscheinlichkeit die Flache oberhalb
von 1, (die oberen 19,83%) zu erreichen, die weit rechts vom Mittelwert (=0)
liegt, bedarf es eines relativ hohen Wertes, der als ,,Konstante (ndmlich cut-
point) auf die durch x’B vorhergesagten Log Odds aufaddiert wird. Man muss
sich in Abbildung 40 also — gegeben x — viel weiter zum rechten Ende der Ver-
teilung hin bewegen, bis man den cutpoint 3,5 erreicht. Im bindren Modell hin-
gehen ist die Flache bis zum cutpoint geringer, sie endet beim Mittelwert (=0).
Somit ist in der bindren logistischen Regression auch der auf x’p zu addierende
Wert der Konstanten geringer, und zwar genau um jenen Wert, um den der cut-
point bei ologit (=0) nach rechts verschoben ist (Abbildung 40).

Nochmals mit anderen Worten: Im ordinalen Modell haben wir einen cut-
point, der die grole Kategorie mit den Nullen von der kleinen Kategorie
(19,83%) mit den Einsen abgrenzt. Oberhalb von t liegen nur 19,83%, unterhalb
von 80,17%. Dagegen liegen im bindren Modell oberhalb des auf den Wert 0 der
Dichtefunktion der logistischen Verteilung (=50%) fixierten cutpoints 50% der
Flache und es bedarf eines kleineren ,,zusédtzlichen” Wertes, der auf x’p zu addie-
ren ist, um diesen cutpoint zu ereichen.

8.2 Motivation des Modells

Fiir die einfache Anwendung des ordinalen Modells mit Stata, bei der Vorzei-
chen und Signifikanz der Koeffizienten auf die latente abhingige Variable y*
interpretiert werden, miissten die obigen Ausfiihrungen hinreichen. Die Herlei-
tung des Modells fithrt zundchst zu einer kontraintuitiven Interpretation der
(Log) Odds, obwohl x’p ganz analog zur OLS-Regression auf y* einwirkt.
Betrachten wir die Vorhersage der Wahrscheinlichkeit, dass wir fiir y den
Wert 2 beobachten, unter der Bedingung der jeweiligen erkldrenden Variablen x.
Diese ldsst sich als Wahrscheinlichkeit Pr darstellen, dass der Wert der latenten
Variablen y* zwischen den Schwellen 6; und 60, liegt. In einer Regression lédsst
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sich der Wert der latenten Variablen y* durch den Vektor aus erkldrenden Vari-
ablen, ihren Regressionsgewichten (B'x;) sowie dem Fehlerterm & eindeutig be-
stimmen. Also setzen wir B'x; fiir y* ein. In der Formel unten steht nun rechts des
Gleichheitszeichens eine Ungleichung, die wir algebraisch umformen konnen
(z.B.: Subtraktion von 1 aus 5<(5+1)<10 ergibt 4<5<9): Wir subtrahieren daher
B'x; von beiden Seiten der Ungleichung.

Pr(y, =2|x)=Pr(6, < y*<0,) = Pr(6, <B'x;, +¢,<6,)
Pr(y, =2]x) = Pr(6,-B'x; <¢, <6, -P'x,;)
wobei gilt:  yp*=p'x+& und y=2, wenn 0, <y*<6,

Dieses Resultat zeigt, dass wir die Wahrscheinlichkeit vorhersagen, dass der
Fehlerterm zwischen den beiden Intervallen liegt. Je grofer B'x;, desto grofler ist
der Wert, der von der jeweiligen Schwelle 0; subtrahiert wird (0;—B'x;). Weil die
Schwellen 0; als konstant gesetzt sind, verschieben hohe positive Werte von B'x;
die Verteilung der latenten Variablen y* nach rechts (Winkelmann und Boes
2006, S. 181). Aufgrund der Rechtsverschiebung der Verteilung der latenten
Variablen werden relativ zu dieser Verteilung von y* die Werte von 0,—B'x; klei-
ner (Abbildung 41). Die Wahrscheinlichkeit z.B. der Kategorie 2 ergibt sich aus
der Differenz zweier Flachen unter der stetigen Verteilung von y*. Die Flachen
werden durch die Schwellen 6,, 0, und B’x; definiert. Dabei steht A fiir eine noch
zu spezifizierende Verteilungsfunktion. Die Normalverteilung fiihrt zu einem
ordinalen Probit-Modell, die logistische Verteilung zum ordinalen Logit-Modell:

Pr(y, =2|x)=A(6,-B'x;) - A6, —B'x;)

Pr(Y = /| x)= ! _ !
T T ep(-(0,- ') T+exp(—(0,,~P'x,)

Sehen wir uns zum Verstidndnis der Gleichungen jenen Fall an, bei dem y=2
betriagt. Es wird die Wahrscheinlichkeit vorhergesagt, dass der Wert der latenten
Variablen y* gegeben x zwischen den beiden Schwellen 6, und 0, liegt, bzw.
innerhalb der von diesen beiden Schwellen abgegrenzten Flache unter der Vertei-
lung von y*. Dies entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass der Wert der latenten
Variablen y* zwischen den beiden Schwellen 0; und 0, liegt.
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Abbildung 41: Flachenverdnderung unter der Verteilung der latenten
abhingigen Variablen durch Verdnderungen von x, Version 1
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Was bewirkt der Ausdruck 0,—p’x, wenn die Variable x einen positiven Einfluss
B auf y* hat und wenn man zunehmende Werte fiir x in die Schitzgleichung
einsetzt (Winkelmann und Boes 2006, S. 181)? Dies verdeutlicht die Abbildung
41. Nimmt der Wert von x zu, verschiebt sich die Verteilung von y* gegeniiber
den Schwellenwerten 0; nach rechts (durchgezogener Pfeil), der Term 6,—f’x
wird relativ zur Verteilung kleiner, weil die Linearkombination B’x von dem
Schwellenwert 0, subtrahiert wird. Man sagt die Wahrscheinlichkeit vorher, dass
das Residuum & zwischen den beiden Intervallen 0, und 0, liegt, jedoch ist die
genaue Lokalisierung innerhalb dieses Intervalls nicht von Bedeutung. Wenn
aber die Verteilung der latenten Variablen y* gegeniiber den Schwellenwerten 0
nach rechts verschoben wird und sich die 0;—p’x -Werte relativ zur Verteilung
verkleinern, wird 0;—B’x relativ zur Verteilung nach links verschoben (gestrichel-
ter Pfeil). Weil B’x von den 0;-Werten subtrahiert wird, verdndern sich damit
auch die jeweiligen Flachen der Kategorien unterhalb der Verteilung von y*.

Wie oben angedeutet, verhilt sich die Interpretation, die sich aus dieser Her-
leitung ergibt, zunichst entgegen der Intuition, die wir aus der bindren logisti-
schen Regression gewohnt sind. Wenngleich mit Stata geschdtzte ordinale
Modelle so interpretiert werden, wie wir es zu Beginn dieses Kapitels getan
haben — was aufgrund der Nihe zur Logik der linearen Regression auch zu emp-
fehlen ist —, sollte man auch diese kontraintuitive Darstellung der Ergebnisse
kennen, um diese bei der Lektiire empirischer Studien auch zu verstehen.
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Wihrend im bindren Modell die logarithmierten Chancen fiir y=1 vs. y=0 ge-
schdtzt und damit die Chancen auf einen grdfseren Wert der latenten Variablen
y* betrachtet werden, ist nach dieser Herleitung die Perspektive im ordinalen
Modell zundchst umgekehrt: Ausgehend von der Schwelle 6; werden die Odds
vorhergesagt, dass y kleiner oder gleich der Kategorie m ist.

_ P(y<m|x) P(y<m|x)
" 1=P(y<m|x) P(y>m|x)

exp(d, —B'x)

Der obige Ausdruck bezeichnet also die Odds bezogen auf die iiber die unteren
Kategorien (bis einschlieBlich m) kumulierte Wahrscheinlichkeit P, dass y klei-
ner oder gleich Kategorie m ist, dividiert durch P, dass y oberhalb der Kategorie
m liegt. Analog dazu betrachten wir die Log Odds.

1nQWl(x) = 07)1 _B'X

Dies sind die Log Odds, dass der Wert nicht grofler als Kategorie m ist, d.h.
kleiner oder gleich m.

Veranschaulichen wir uns dies noch einmal anhand der Schwelle 6, in Abbil-
dung 41: Subtrahieren wir B'x von 0, (also 6,—f'x), verschiebt sich die Dichte-
funktion der logistischen Verteilung relativ zur Schwelle 0,—f'x umso weiter
nach rechts, je hoher die Werte von x sind. Anders herum ausgedriickt: 6,—p'x
verschiebt sich gegeniiber der Verteilung nach links und wird kleiner. Genau
dies zeigt die Abbildung 41, bei der die Verteilung mit der durchgezogenen Linie
auf die Position der Verteilung mit der gestrichelten Linie wandert. Die Gesamt-
fliche unterhalb der Schwelle, die die Kategorien y=1 und y=2 abdeckt, wird
kleiner. Damit nimmt die Wahrscheinlichkeit ab, dass y gleich m ist oder unter-
halb der Kategorie m liegt; auch die dazugehorigen Log Odds gehen zuriick.

Tatsédchlich wird das Modell der ordinalen logistischen Regression in einigen
Lehrbiichern so dargestellt (Long 1997, S. 138; O’Connell 2006), und die Statis-
tiksoftware SAS gibt die Koeffizienten standardméBig auf diese Weise aus. Aus
0,—PB'x ergeben sich die Odds, dass y* nicht grofser als Kategorie m ist, dass also
v* unterhalb der Kategorie m+1 liegt. In dieser Weise wird das ordinale Modell
in der Darstellung bei O'Connell (2006) oder bei Liao (1994) interpretiert. Um
aber die (Log) Odds in einer aus der OLS-Regression gewohnten Logik zu inter-
pretieren, bei der positive Effekte B einer erkldrenden Variablen die Werte von
y* erhohen, sollte man die Perspektive wechseln, indem nidmlich Log Odds oder
Odds vorhergesagt werden, mindestens Kategorie m oder dariiber zu erreichen.
Dieser Ansatz ist in Stata implementiert ist und folgt der intuitiven Logik einer
linearen Regression auch hinsichtlich der (Log) Odds:
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ln(Qm)zln( Plyzm|x) j:h{P(yme

J = 6. +p'x

1-P(y =m|x) P(y <m|x) !

Bei einem positiven Effekt von x auf die abhéngige Variable y* gehen nun hohe
Werte von x auch mit hohen Werten von y einher, weil bei den Log Odds im
Ziahler nun die Wahrscheinlichkeit steht, dass y gleich oder groBer m ist. Im
Nenner steht die Gegenwahrscheinlichkeit, ndmlich dass y kleiner m ist.

8.3 Interpretation der Effekte

Wie oben bereits erwdhnt, weichen die Darstellungen der ordinalen logistischen
Regression voneinander ab, je nachdem, welches Lehrbuch bzw. welches Soft-
warepaket verwendet wird. Entgegen der uns aus der bindren logistischen Re-
gression geldufigen Intuition, bei der in der Regel nach den (Log) Odds des ho-
heren Wertes, namlich der 1 versus der 0 gefragt wird, fiihrt die Herleitung des
ordinalen Modells zu 0,—p’x. Demnach bewirkt (vgl. Abbildung 41) ein positiver
Effekt p von x auf die latente Variable y* einen Riickgang der (Log) Odds der
Kategorie 2 oder darunter. Deren Wahrscheinlichkeit wird durch die jeweilige
Flache unterhalb der Dichtefunktion der logistischen Funktion représentiert.
Allerdings gibt das ordinale Logit-Modell zunichst nicht die Wahrscheinlichkeit
selbst, sondern den Logit-Wert, also die Log Odds an. Wie auch bei der bindren
logistischen Regression konnen Effekte auf die Log Odds durch die Umrechung
exp(f) in Odds Ratios transformiert werden, wobei wieder das Vorzeichen zu
beriicksichtigen ist. Zunéchst ist die kontraintuitive Log Odds Interpretation
eines positiven Effektes p auf y*: Erhoht sich x; um eine Einheit, gehen die Odds
der Kategorie m oder darunter um den Faktor exp(—y) zuriick, bzw. gehen die
Odds, hochstens Kategorie m zu erreichen, um den Faktor exp(—py) zuriick.

Q,(xx, +)
T exp(—B,)

Folglich sinkt der Odds Ratio, dass der Wert von y* nicht gro3er als Kategorie m
ist, also kleiner oder gleich m ist, wenn sich x um eine Einheit erhoht, um exp(—
B). Dies ergibt sich aus der Vorhersage der Log Odds, dass y* nicht groBler als
Kategorie m ist:

InQ, (x)=6,-p'x
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Allerdings ist diese Interpretation der Logik der linearen Regression entgegenge-
setzt. Daher hatten wir oben erwihnt, dass wir der Darstellung in Stata folgend
auch die Log Odds und die Odds Ratios aufwdrtsgerichtet betrachten wollen, in
dem ein p>0 die Kategorie m oder dariiber liegend anvisiert:

Q (x,x, +1)
——= exp(By)

Qm (X’ xk)
Dies ist der Odds Ratio, dass der Wert grofer als Kategorie m ist, wenn sich x
um eine Einheit erhoht. Man erhilt die eigentlich intuitivere Interpretation: Er-

hoht sich x um eine Einheit, erhdhen sich die Odds einer hoheren vs. einer gerin-
geren Kategorie von y um den Faktor exp(f) (Long und Freese 2003, S. 182).

8.4 Generalized Ordered Logit

Oben wurde bereits auf die dem ordinalen Modell zugrunde liegende Proportio-
nal-Odds-Annahme hingewiesen. Ein Verstol gegen die Proportional-Odds-
Annahme ist nicht nur ein Argernis, er liefert u.U. inhaltlich interessante Infor-
mationen. Ein Verstol bedeutet, dass der Effekt einer erkldrenden Variablen x
nicht an jeder Schwelle der abhéngigen Variablen identisch ist. Daher bietet es
sich an, ein sogenanntes Generalized Ordered Logit Modell zu schitzen. Bei
diesem Modell wird zwar die Information einer ordinalen Anordnung der Kate-
gorien der abhéngigen Variablen beibehalten, aber dennoch fiir jede Outcome-
Kategorie ein eigener Koeffizientenvektor geschitzt. Die klassische Variante des
generalisierten ordinalen logistischen Regressionsmodells erzeugt damit ebenso
viele zu schitzende Parameter wie die multinomiale logistische Regression —
wenngleich die ordinale Information aufrechterhalten wird. Gegeniiber der mul-
tinomialen logistischen Regression (vgl. Kapitel 9) bedeutet die ordinale Per-
spektive, dass die Flichen von Kategorie 1 bis Kategorie 4 aufkumuliert werden
konnen, um dann davon ausgehend die Effekte von x auf das Uberschreiten der
Schwelle von der 4. in die 5. Kategorie zu schédtzen. Wenn ein steigendes x die
Wahrscheinlichkeit der Kategorie 5 erhoht, kann es im ordinalen Modell nicht
zugleich die Wahrscheinlichkeit der Kategorie 1 erhohen. Diese Kumulation
existiert in der multinomialen logistischen Regression nicht, weil dort die Wahr-
scheinlichkeit der Kategorie 5 gerade nicht impliziert, dass es ,,darunter liegen-
de Kategorien gibt, die aufkumuliert werden kdnnen. Im multinomialen Modell
kann es sein, dass ein steigendes x die Wahrscheinlichkeit der Kategorie 5 und
zugleich die der Kategorie 1 erhoht, wenn der Abstrom aus der Basiskategorie 3
erfolgt (vgl. das folgende Kapitel 9), nicht aber im ordinalen Modell.
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Eine interessante Moglichkeit liefert die sogenannte autofit-Option des
gologit2 Befehls (findit gologit2). In einem Vorlauf der Modellschét-
zung wird zunéchst liberpriift, fiir welche erklarenden Variablen die Proportiona-
litaitsannahme nicht erfiillt ist. Nur fiir diese Variablen werden die Effekte fiir
jede Schwelle separat geschéatzt. Fiir alle librigen Variablen werden constraints
eingefiihrt, die die Effekte fiir jede Schwelle auf dieselben Werte fixieren.

Wir schitzen darum das Generalized Ordered Logit Modell, bei dem mit der
autofit Option nur jene Effekte schwellenspezifisch geschitzt werden, die sich
tatsichlich signifikant zwischen den Schwellen unterscheiden. Dabei stellen wir
in der Tat fest, dass fiir die Variable frau kein constraint gesetzt wurde.

Tabelle 24 Faktoren der Pendelmobilitét (nicht, wochentlich, tdglich),
generalisierte ordinale logistische Regression, ,,autofit® Option

pendeln
nicht—wdoch. woch.—tégl.
Alter 0.073 0.073
ISEI 88 -0.002 0.004
Frau (vs. Mann) -0.407" -0.053
Studium (vs. Lehre) -0.125 -0.125
offentl. Dienst (vs. andere) -0.133 -0.133
befristete Stelle (vs. unbefr.)  0.465 0.465"
Kohorte 1990 (vs. 85) 0.419" 0.419"
Constant -3.529™" -4.467""

Observations 1266

Tp<.1, p<.05 p<.01, p<.001

Der Effekt von Frau ist signifikant negativ an der ersten Schwelle, d.h. vom
Zustand ,,nicht pendeln® zu ,,wochentlichem Pendeln“. An der zweiten Schwelle
zum téglichen Pendeln ist der Effekt nicht signifikant. Mit anderen Worten:
Frauen pendeln seltener als Méanner, auf die Intensitét des Pendelns (wochentlich
— téglich) hat das Geschlecht aber keinen Einfluss mehr.

use $pfad/ologit.dta, clear
gologit2 pendeln alter isei_88 frau studium oeffdidl ///
befristung kohorte2, vce(cluster id) autofit

Anzumerken ist bei diesem Analysebeispiel allerdings, dass bei der hier gemes-
senen Pendelhdufigkeit das tigliche Pendeln zwar hdufigeres Pendeln bedeutet
als das wochentliche Pendeln. Jedoch spricht einiges dafiir, dass wochentliches
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Pendeln eine deutlich hohere Belastung fiir Paare und Familien bedeutet als
tdgliches Pendeln, weil bspw. eines der Elternteile fiir mehrere Tage abwesend
ist. Es stellt sich daher hédufig die Frage, ob die ordinale Kodierung iiberhaupt
angemessen ist.

Weil das ordinale Modell die stetige latente Variable y* in Wahrscheinlich-
keiten von Kategorien aufldst, liegt es nahe, Verdnderungen der Wahrscheinlich-
keiten in Abhingigkeit von x durch konditionale Effektplots darzustellen (vgl.
Kapitel 9; Long 1997, S. 132). In der Regel wird bei einem positiven Einfluss
von x auf eine hohere vs. eine niedrigere Kategorie aber die Wahrscheinlichkeit
der mittleren Kategorien zunichst zunehmen, dann wieder zuriickgehen (vgl.
Abbildung 39). Anders als beim multinomialen Modell liefern derartige umge-
kehrt u-formige Zusammenhange fiir mittlere Kategorien des ordinalen Modells
selten substanzielle Information. Man sollte beim ordinalen Modell m.E. auf
diese Plots zu Gunsten einer OLS-analogen Interpretation verzichten.

Es gibt Varianten von ordinalen Regressionen, die an dieser Stelle aus Platz-
griinden nicht besprochen werden koénnen. So diskutiert O’Connell auch das
adjacent category model (O'Connell 2006, S. 77), das im Prinzip eine multino-
miale logistische Regression darstellt, jedoch mit dem Unterschied, dass die
Odds nicht fiir jede Outcome-Kategorie gegen eine festgelegte Basiskategorie
getestet werden (vgl. den folgenden Abschnitt), sondern jeweils die Odds, aus-
gehend von Kategorie ;j in die Kategorie j+/ {iberzugehen. Es wird also fiir jedes
Paar von benachbarten Kategorien eine separate bindre logistische Regression
geschétzt. Daraus ergeben sich fiir eine unabhéngige Variable ebenso viele Koef-
fizienten wie benachbarte Kategorienpaare vorliegen, wodurch die Proportionali-
tatsannahme unnétig wird.

Interessant ist zudem, dass eine ordinale Messung auch durch eine Transfor-
mation der Daten in eine ,,Personen x Kategorien“ Struktur erfolgen kann, bei
der fiir jede Person ebenso viele Zeilen wie Kategorien der abhéngigen Variablen
vorliegen. Damit wird das ordinale Regressionsmodell durch eine diskrete Er-
eignisanalyse geschitzt — nun aber nicht mit einer iiber die Zeilen innerhalb einer
Untersuchungseinheit diskret ablaufenden Prozesszeit, sondern iiber die Katego-
rien der abhéngigen Variablen! Dieser Ansatz wird von O’Connell als continua-
tion ratio model bezeichnet (O'Connell 2006, S. 54).



9 Multinomiale logistische Regression und deren
Erweiterungen

In der empirischen Forschung finden sich viele Beispiele, in denen die Annahme
einer Rangordnung der Kategorien der abhédngigen Variablen nicht aufrecht zu
erhalten ist. Tatsdchlich gibt es Fille, in denen die Entscheidung, ob eine Rang-
ordnung tatséchlich vorliegt, nicht leicht zu treffen ist. In diesen Fallen wird der
Brant-Test in der Regel einen VerstoB3 gegen die Annahme der proportionalen
Odds anzeigen. Auch extreme Verdnderungen der Einflussgrofen, der Signifi-
kanzen sowie der Vorzeichen der Koeffizienten in generalisierten ordinalen
logistischen Regressionsmodellen kdnnen darauf hindeuten, dass die Kategorien
nicht ordinal, sondern nominal skaliert sind.

Auch fiir nominal skalierte abhidngige Variablen existiert ein spezifisches
Regressionsmodell, ndmlich die multinomiale logistische Regression. Ein hiufig
in Lehrbiichern verwendetes Anwendungsbeispiel stellt die Analyse der Partei-
priaferenz einer Person dar. Die Parteipriferenz hat beispielsweise die Auspri-
gung CDU, FDP, SPD, Die Griinen oder Die Linke. Wenn man nur hinreichend
lange sucht, lassen sich auch fiir die im Bundestag vertretenen politischen Partei-
en Kriterien finden, nach denen sie in eine Rangordnung gebracht werden kon-
nen — z.B. der Anteil der Stimmen bei der letzten Bundestagswahl. Es wire eher
artifiziell, nach diesem Kriterium eine ordinale Kategorisierung vorzunehmen.
Die Wahl politischer Parteien als abhéngige Variable ist nur nominal skaliert und
eine ordinale Rangordnung wiirde sich auf sehr spezielle Fragestellungen bezie-
hen.

In den folgenden Analysen gehen wir nicht von einer Rangordnung aus. Wir
fragen danach, ob die jeweils aktuelle Arbeitsstelle einer Person entweder iiber
soziale Netzwerke, iiber eine Initiativbewerbung, eine Annonce, direkt vom Be-
trieb oder iiber das Arbeitsamt vermittelt wurde. Diese Allokationswege sind
nominal skaliert, weshalb die multinomiale logistische Regression das angemes-
sene Modell darstellt. Der zentrale Unterschied zur ordinalen logistischen Re-
gression besteht darin, dass nicht mehr von einer kontinuierlichen latenten Vari-
ablen ausgegangen wird, von der man nur die kategorialen Ausprigungen beo-
bachtet. Im ordinalen logistischen Regressionsmodell hat man zumindest die
Information, dass etwa die Kategorie 4 eine grofere Kategorie darstellt als die
Kategorie 3 und daher mit hoheren Werten der latenten abhéngigen Variablen y*
einhergehen sollte. Dies ist bei der multinomialen logistischen Regression nicht
mehr der Fall. Das Modell sagt nur die Realisierungswahrscheinlichkeit einer
jeweiligen Kategorie der nominal skalierten abhéngigen Variablen in Abhéngig-

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 9, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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keit von den Auspragungen der jeweiligen Kovariaten vorher. Wir werden aller-
dings sehen, dass die multinomiale logistische Regression in der Anwendung
und Interpretation durchaus kompliziert sein kann, was dadurch bedingt ist, dass
keine normal verteilte latente abhéngige Hintergrundvariable angenommen wird.

Wie auch in der bindren logistischen Regression lésst sich iiber die logisti-
sche Linkfunktion eine Linearkombination aus Regressionsgewichten und Wer-
ten der unabhingigen Variablen bilden. Die Log Odds einer Kategorie der ab-
hingigen Variablen werden in der multinomialen logistischen Regression aller-
dings nicht iiber den Quotienten aus Wahrscheinlichkeit und Gegenwahrschein-
lichkeit [1/(1-P)] berechnet, sondern die Wahrscheinlichkeit einer interessieren-
den Kategorie wird auf die Wahrscheinlichkeit einer so genannten Basiskatego-
rie bezogen.

Nehmen wir ein Beispiel mit drei Auspragungen der nominal skalierten ab-
héngigen Variablen. Die drei Kategorien beziehen sich auf den Allokationsweg
der aktuellen Arbeitsstelle. Diese kann entweder durch das soziale Netzwerk der
Person vermittelt sein, oder die Person hat sich auf eine Annonce beworben, oder
die Arbeitsstelle wurde vom Arbeitsamt vermittelt. Dariiber hinaus sind natiirlich
noch weitere Auspragungen denkbar, die wir uns nachher in den Beispielanaly-
sen noch ansehen werden. In der multinomialen logistischen Regression werden
die Log Odds der Allokationswege im Vergleich zur Basiskategorie vorherge-
sagt, die vor der Spezifikation des Modells festgelegt wird. Nehmen wir die
Kategorie Netzwerk als Basiskategorie: Das Modell schitzt die Log Odds, dass
die aktuelle Arbeitsstelle iiber eine Annonce gefunden wurde, relativ zur Basis-
kategorie Netzwerk. Dabei steht im Zdhler des folgenden Ausdrucks die Wahr-
scheinlichkeit, die Arbeitsstelle iiber eine Annonce gefunden zu haben (m), und
im Nenner die Wahrscheinlichkeit, die Arbeitsstelle iiber den Weg der Basiska-
tegorie (b), ndmlich des Netzwerks, gefunden zu haben.

| Pty =m[x) ) _ g,
log odds(m) = ln(Pr(y . ] B'X,.

Simultan dazu schétzt das Modell die Log Odds, die aktuelle Arbeitsstelle durch
das Arbeitsamt vermittelt bekommen zu haben, wieder in Relation zu der Wahr-
scheinlichkeit, die Arbeitsstelle iiber die Basiskategorie des Netzwerks gefunden
zu haben. Es sollte damit deutlich werden, dass bei drei Kategorien der abhéngi-
gen Variablen eine dieser drei Kategorien als Basiskategorie zu bestimmen ist,
und die Log Odds der {ibrigen Kategorien immer in Relation zu dieser Basiska-
tegorie geschdtzt werden.

Wie auch in der binédren logistischen Regression lasst sich die abhéngige Va-
riable des Modells als Wahrscheinlichkeit ausdricken. Die Wahrscheinlichkeit,
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dass der Wert der abhéngigen Variablen y des Falles i gleich der Kategorie m ist
unter der Bedingung der jeweiligen Ausprdgung der unabhingigen Variablen x
der Person i ist gleich den Odds der jeweils interessierenden Kategorie m in
Relation zur Summe der Odds iiber alle Kategorien. In dieser Weise sind Wahr-
scheinlichkeiten definiert: Sie beschreiben den Anteil der aktuell interessieren-
den Realisierungen der abhdngigen Variablen dividiert durch alle j méglichen
Realisierungen der abhdngigen Variablen.

__exp(B,x) _ exp(B,,x,)

Sexpplx,)  PBX)+expBx) +epBx,)
i=1

Allerdings ist dieses Mehrgleichungsmodell aufgrund der hohen Anzahl der zu
schiatzenden Unbekannten nicht identifizierbar. Es lésst sich algebraisch zeigen,
dass das Auslassen einer Kategorie, die auf diese Weise als Basiskategorie defi-
niert wird, die Gleichung vereinfacht zu:

_ exp(B,x)
1+ )" exp(Bx,)

Ein interessierender Effekt wird in Relation zur Basiskategorie betrachtet, wenn
wir das Ergebnis als Relative Risk Ratios Q,,(x,) darstellen. Diese sind analog

zu den Odds Ratios der bindren logistischen Regression zu interpretieren, nun
jedoch immer relativ zu der Basiskategorie.

Qm\n (Xi) = P(y :_m | Xi)
P(r=b|x,)
exp(x,B,)
208 )

- exp(x;B,) _exp(xiﬁb)
> exp(xB)
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Die oben genannte Wahrscheinlichkeit errechnet sich aus den Odds der aktuell
interessierenden Kategorie dividiert durch 1 plus die Summe tiber die Odds aller
Kategorien mit Ausnahme der Basiskategorie. Im Nenner stehen also nicht mehr
7 Odds bei j Kategorien, sondern nur noch j-/ Odds. Wie in der bindren logisti-
schen Regression kann man sich als Ergebnis der Modellschitzung Effekte auf
die Log Odds ausgeben lassen, oder durch Entlogarithmierung Relative Risk
Ratios (rrr) berechnen. Diese entsprechen den Odds Ratios der logistischen
Regression. Sie sind aber nicht auf die eigene Gegenwahrscheinlichkeit bezogen,
sondern immer auf die Wahrscheinlichkeit der Basiskategorie. Interpretiert man
die multinomiale logistische Regression in der Perspektive der Log Odds oder
der Relative Risk Ratios und behélt dabei im Kopf, dass die Effekte jeweils auf
die Basiskategorie bezogen werden, erfolgt die Interpretation analog zur bindren
logistischen Regression.

Interpretiert man dieses Modell allerdings aus der Perspektive der Wahr-
scheinlichkeiten, wird das Modell komplizierter, da eine Darstellung der Ergeb-
nisse in Form von Wahrscheinlichkeiten durchaus ein anderes Bild ergeben
kann, als die Log Odds oder die Relative Risk Ratios nahe legen.

Woran liegt das? Wie gesagt: Log Odds und Relative Risk Ratios sind immer
auf die Basiskategorie bezogen. Es kann sein, dass eine Variable x die Chancen
auf die Realisierung aller anderen Kategorien im Vergleich zur Basiskategorie
erhoht. Man wiirde in diesem Fall fiir die erklirende Variable (z.B. Bildung)
jeweils ein positives Vorzeichen auf die Log Odds ablesen: die Variable x erhoht
gegeniiber der Basiskategorie die Chancen aller anderen Kategorien. Nehmen
jedoch die Log Odds einer Kategorie j vs. die Basiskategorie deutlich stdrker zu,
als die einer anderen Kategorie k£ (vs. die Basiskategorie), dann kann aufgrund
des starkeren Zustroms in die Kategorie j die Wahrscheinlichkeit von Kategorie k
abnehmen.

Zur Verdeutlichung sagen wir anhand eines fiktiven Modells die Wahr-
scheinlichkeit vorher, die jeweilige Arbeitsstelle iiber das Arbeitsamt vermittelt
bekommen zu haben, und zwar in Abhingigkeit vom Bildungsniveau der Unter-
suchungsperson. Die Basiskategorie ist das Netzwerk.

Pr(y, = Arbeitsamt| x = bild)
_ exp(_o’l 10 + 0’094arbeitsathNetz x)
 1+exp(-0,110+ 0,094 X) +exp(=0,120+0,634,,,..,.v0 X)

arbeitsamt||Netz

Nehmen wir an, wir erhalten aus unserer Modellschitzung einen positiven Effekt
der Bildung auf die Kategorie Arbeitsamt von +0,094. Diesen tragen wir zusam-
men mit der Regressionskonstanten der Kategorie Arbeitsamt in den Zéhler der
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Gleichung ein. Dasselbe tragen wir in den Nenner der Gleichung ein, dem wir
nun noch die Odds der Kategorie des Allokationsweges einer Annonce hinzu
addieren.

Die Komplexitit der multinomialen logistischen Regression besteht darin,
dass wir zwar einen positiven Effekt der Bildung auf die Log Odds von +0,094
auf den Allokationsweg Arbeitsamt (vs. Netzwerk) feststellen, doch aus der Per-
spektive der Wahrscheinlichkeit kann sich der Zusammenhang anders gestalten.
So haben wir im Nenner der Gleichung einen Effekt der Variable Bildung auf die
Log Odds von +0,634, die aktuelle Arbeitsstelle {iber eine Annonce (vs. Netz-
werk) der Person gefunden zu haben. Die geschitzten Effekte auf die Log Odds
einer jeweiligen Kategorie werden aber auf die Basiskategorie des sozialen
Netzwerks bezogen. Weil der Log Odds Koeffizient der Variable ,,Bildung* auf
die Kategorie Annonce deutlich groBer ist als der Effekt auf die Kategorie Ar-
beitsamt, fiihrt das paradoxerweise dazu, dass die Wahrscheinlichkeit, die Ar-
beitsstelle vom Arbeitsamt vermittelt zu bekommen, mit steigender Bildung
zurtickgeht, obwohl wir einen positiven Effekt der Variable Bildung auf die Log
Odds der Kategorie Arbeitsamt +0,094 berechnet haben. Diese paradoxe Situati-
on kommt dadurch zustande, dass aufgrund des starken Effektes der Bildung auf
die Kategorie Annonce vs. Netzwerk von +0,634 der Nenner mit steigender Bil-
dung deutlich stiarker anwéchst als der Zahler. Man konnte also aus der Perspek-
tive der Log Odds und der Relative Risk Ratios annehmen, die Bildung hétte
einen positiven Effekt auf die Wahrscheinlichkeit, die aktuelle Arbeitsstelle
durch das Arbeitsamt vermittelt zu bekommen. Das wire aber falsch. Denn mit
steigender Bildung nehmen auch die Log Odds zu, die Arbeitsstelle liber eine
Annonce zu finden — und zwar in weitaus starkerem Malle. Wahrscheinlichkeiten
sind auf einen Wertebereich von 0 und 1 beschrinkt, weshalb der starke Zu-
wachs der Logits der Kategorie Annonce zu Lasten der Wahrscheinlichkeit der
Kategorie Arbeitsamt gehen muss.

Dieses Beispiel verdeutlicht relativ gut, wie wichtig es ist, sehr genau zwi-
schen diesen einzelnen mathematischen Konstrukten zu unterscheiden. Effekte
auf die Log Odds oder Effekte auf die Relative Risk Ratios sind etwas anderes
als Effekte auf die Wahrscheinlichkeit. Daher ist es sehr wichtig, die einzelnen
Begriffe und Konzepte zu verstehen und wohliiberlegt anzuwenden.

In der Regel werden die Ergebnisse der multinomialen logistischen Regressi-
on als Effekte auf die Log Odds oder Relative Risk Ratios ausgegeben. Genau
genommen sind diese aber nicht anschaulich. Dagegen ist den meisten Leserin-
nen und Lesern einer empirischen Studie intuitiv klar, was eine Wahrscheinlich-
keit bedeutet, die ja auf den Wertebereich von 0 bis 1 bzw. von 0 bis 100 Prozent
beschrinkt ist.
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Die multinomiale logistische Regression wird mit dem Befehl mlogit ge-
schitzt, wobei i_allokation die abhingige Variable darstellt.

use $pfad/mlogit.dta, clear

mlogit i_allokation kohorte2 kohorte3 alter frau ///
studium, cluster (fb_nr4l) robust rrr

prchange

mlogit i_allokation kohorte2 kohorte3 alterZ alterM ///
frau studium, cluster (fb_nr4l) robust rrr

mlogit i_allokation kohorte2 kohorte3 alterZ alterM ///
frau studium, cluster (fb_nr4l) robust rrr baseoutcome (6)

Im dritten Modell wird durch die Option baseoutcome (6) vorsitzlich die Ka-
tegorie Arbeitsamt als Basiskategorie definiert. Das Ergebnis der Modellschét-
zung in Tabelle 25 resultiert jedoch aus dem ersten Modell mit Netzwerk als
Basiskategorie. Zu sehen sind die relativen Risk-Ratios, die immer im Vergleich
zur Basiskategorie (Allokationsweg Netzwerk) interpretiert werden. So erhdht
sich mit jedem Altersjahr die relative Chance, sich selbststindig zu machen um
den Faktor 1,183 im Vergleich zur Basiskategorie der Arbeitsmarktallokation
iiber ein Netzwerk. Im Vergleich zur Kohorte 1985 (Referenzkategorie) ist die
Chance, die Information iiber die freie Arbeitsstelle liber den Betrieb selbst zu
bekommen, bei der Kohorte 1990 um den Faktor 0,648, bei der Kohorte 1995
um den Faktor 0,389 reduziert. AuBerdem geht mit steigendem Alter diese
Chance um den Faktor 0,901 zuriick. Hochschulabsolventen haben eine um den
Faktor 1,693 erhohte Chance, ihre Arbeitsstelle direkt vom Betrieb zu bekom-
men im Vergleich zur Nutzung eines privaten Netzwerkes.

In dieser Weise werden auch die Effekte auf die {ibrigen Kategorien der ab-
héngigen Variablen interpretiert. Der wichtige Punkt bei der Interpretation der
multinomialen logistischen Regression besteht darin, dass die Effekte immer
relativ zur Basiskategorie interpretiert werden. Ein Effekt einer Variable auf die
Chance oder das Risiko einer Kategorie relativ zur Basiskategorie kann positiv
sein (also einen relativen Risk-Ratio >1 aufweisen), wenngleich mit steigenden
Werten dieser Variable die Wahrscheinlichkeit, in diese jeweilige Kategorie zu
fallen, zuriickgeht. Dies sehen wir am Effekt von frau auf die Kategorie Be-
trieb: Der relative risk ratio ist >1, wenngleich insignifikant (1,093642), jedoch
ist die Verdnderung der Wahrscheinlichkeit (prchange) negativ (-0,0109847).
Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass es sinnvoll ist, die Ergebnisse in
sogenannten konditionalen Effektplots darzustellen. Dabei wird jeweils die Ver-
anderung der Wahrscheinlichkeiten einer jeweiligen Kategorie in Abhingigkeit
von einer erkldrenden Variablen x aus dem Modell vorhergesagt und grafisch
dargestellt, wobei man die {ibrigen Variablen des Modells kontrolliert.
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Tabelle 25: Allokationswege zur aktuellen Arbeitsstelle, multinomiales Logit,
relative Risikoverhiltnisse (Basiskategorie: Netzwerk)

Selbstst. Betrieb initiativ Annonce Arbeitsamt
Kohorte 1990 1.188 0.648" 1.325 1.943" 1.411
Kohorte 1995  0.765 0.389" 1.528" 2.245™ 1.878"
Alter 1.183" 0.901"" 0.992 1.099™ 1.1417
Frau (=1) 0.759 1.094 1.406 1576 1.391"
Studium (=1) 1.638 1.693" 1.524" 0.555" 0.192™"
Observations 2161

Exponentiated coefficients
Tp<.1," p<.05"p<.01,"" p<.001

Zunéchst aber kommen wir zu einer Besonderheit der multinomialen logistischen
Regression, namlich die Panelanalyse. Im Prinzip stellt der von uns verwendete
Datensatz eine Messwiederholungsdatei dar, weil die meisten Personen im Laufe
der beobachteten Erwerbskarriere mehrere Arbeitsstellen hatten. Diese Art der
Messwiederholung iiber die Zeit ermdglicht die Einbeziehung zeitveranderlicher
Kovariaten auf die abhiéingige Variable zu schétzen. Ahnlich den sogenannten
hybriden Verfahren der Panelanalyse (Giesselmann und Windzio 2012) kann
dabei unterschieden werden zwischen einem zeitverdnderlichen Effekt einer
zeitveridnderlichen Variablen und einem zeitkonstanten Effekt. Dies wird auch
als Within- und Between-Effekt bezeichnet.

Die Anwendung dieser Modellvariante ist im Folgenden insofern etwas kon-
struiert, als die einzige zeitabhingige Variable das Alter darstellt und die Tren-
nung in einen Within- und Between-Effekt theoretisch nicht unbedingt leicht
interpretierbar ist. Nichtsdestotrotz soll dies an dem Beispiel demonstriert wer-
den: Fiir die Trennung in Within- und Between-Effekte wurde fiir jede Person
iiber den gesamten beobachteten Zeitraum der Mittelwert des Alters berechnet.
Diese Berechnung kénnte man in diesem Fall auch gewichten um die Linge der
Episoden, was in diesem Fall nicht geschehen ist. Hat man den Mittelwert des
Alters berechnet, kann man sowohl diesen Mittelwert als auch den um seinen
Mittelwert zentrierten zeitverdnderlichen Wert in die Modellspezifikation auf-
nehmen. Dies ist in Tabelle 26 geschehen. Dabei zeigt sich, dass die Chance oder
das Risiko, die Information tiber die Arbeitsstelle direkt iiber das Arbeitsamt zu
bekommen, mit jedem Altersjahr um den Faktor 1,180 zunimmt (im Vergleich
zur Basiskategorie: Allokation durch Netzwerk). Zusitzlich dazu gilt generell,
dass Altere ein hoheres Risiko aufweisen, die Information iiber die Arbeitsstelle
vom Arbeitsamt zu bekommen (vs. Netzwerk) als Jingere; und zwar erhdht ein
Anstieg des mittleren Alters jeweils um ein Jahr das Risiko fiir das Outcome
Arbeitsamt (versus Netzwerk) um den Faktor 1,096. Wie gesagt: In unserem



230 Multinomial Logistische Regression

Analysebeispiel haben wir strenggenommen keine Paneldaten, sondern Episo-
dendaten, und die Episoden weisen eine unterschiedliche Lange auf. So gesehen
ist das Vorgehen, wie hier dargestellt, nicht ganz zuldssig. In der Regel hat man
Paneldaten mit konstanten Zeitintervallen, und es spricht nichts dagegen, Within-
Effekte in Paneldaten mit mehr als zwei diskreten Outcome-Kategorien zu schit-
zen. Dabei ist wichtig, dass sowohl der um den Mittelwert zentrierte Effekt der
zeitverdnderlichen Variablen ins Modell eingefiihrt wird als auch deren subjekt-
spezifischer Mittelwert iiber die Zeit. Wichtig ist zudem, dass — wie hier gesche-
hen — die Standardfehler flir die Abhéngigkeit der Beobachtungen (sprich: der
Messungen) innerhalb der Person korrigiert sind. Dieses Vorgehen entspricht
dem Beispiel von Allison (2009).

Tabelle 26.: Allokationswege zur aktuellen Arbeitsstelle, multinomiales Logit,
relative Risikoverhéltnisse, Panelmodell mit between- und within-
Schétzern fiir das Alter (Basiskategorie: Netzwerk)

Selbstst. Betrieb initiativ Annonce Arbeitsamt

Kohorte 1990 1.152 0.718" 1.352 1.839" 1.341
Kohorte 1995 0.816 0.439"" 1.562" 2,163 1.799"
Alter(Z) 1.373™" 0.877"" 0.979 1.171°" 1.180°"
Alter(mean)  1.054 0.944" 1.004 1.036 1.096"
Frau (=1) 0.619 1.142 1.429" 1.466" 1.344
Studium (=1) 3.477" 1.287 1.426 0.785 0.244™"
Observations 2161

Exponentiated coefficients
Tp<.1, p<.05"p<.01,"" p<.001

Eine Moglichkeit der anschaulichen Darstellung der Ergebnisse der multinomia-
len logistischen Regression sind konditionale Effektplots. Dabei werden die
Veranderungen der Wahrscheinlichkeiten einer jeweiligen Kategorie in Abhén-
gigkeit von Verdnderungen der jeweils interessierenden unabhéngigen Variablen
dargestellt, und dabei die Werte aller {ibrigen unabhingigen Variablen des Mo-
dells beim Mittelwert konstant gehalten.

9.1 Konditionale Effektplots

Wie auch in der bindren logistischen Regression ist es fiir die Interpretation der
Ergebnisse hilfreich zu visualisieren, wie sich die Wahrscheinlichkeit einer be-
stimmten Kategorie der abhingigen Variablen (bei der bindren logistischen Re-
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gression ist das die Kategorie 1) verdndert, wenn sich die Variable x verdndert.
Auch hier ist zu beriicksichtigen, dass die Effekte von x immer vom Ausgangs-
niveau der Wahrscheinlichkeit abhéngig sind. Daher miissen auch fiir die Visua-
lisierung der Ergebnisse der multinomialen logistischen Regression die Kon-
trollvariablen beim Mittelwert konstant gehalten werden. Ist dies erfolgt, konnen
fiir eine interessierende unabhingige Variable die Verdnderungen der Wahr-
scheinlichkeiten der jeweiligen Kategorie iiber alle Kategorien der erkldrenden
Variablen grafisch dargestellt werden. Abbildung 42 zeigt einen solchen konditi-
onalen Effektplot aus einem multinomialen Logit-Modell. Hier wurde fiir eine
bestimmte Untergruppe, ndmlich die Kohorte 1985 mit akademischem Ab-
schluss, unter Kontrolle aller weiteren Variablen (hier nur das Geschlecht) diese
Veranderung der Wahrscheinlichkeit grafisch dargestellt.

Abbildung 42: Konditionaler Effektplot aus dem multinomialen Logit-Modell in

Tabelle 26
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Kohorte 85, Studium

Interessant ist zu sehen, wie sich die Wahrscheinlichkeit der Outcome-Kategorie
Netzwerk in Abhingigkeit vom Alter verdndert: Es erfolgt zunichst ein Anstieg
im Alter von 20 bis 30 Jahren. Nachdem der Hohepunkt erreicht wurde, nimmt
die Wahrscheinlichkeit dieser Kategorie mit steigendem Alter ab. Solche nicht-
linearen Verdnderungen der Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von x sind in
multinomialen logistischen Regressionsmodellen durchaus iiblich. Wichtig ist,
dass derartige Zusammenhénge nicht als relativer Risk-Ratio darstellbar sind.
Daher ist es angeraten, die Darstellung iiber die konditionalen Effektplots zu
wihlen. Long und Freese (2003, S. 214ff) beschreiben dariiber hinaus noch wei-
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tere interessante grafische Visualisierungen der Ergebnisse multinomialer logis-
tischer Regression. Abbildung 42 basiert auf Variablen, die mit dem prgen
Befehl erzeugt wurden (findit spost9_ado).

mlogit i_allokation kohorte2 kohorte3 alter frau ///
studium, cluster (fb_nr4l) robust rrr

prgen alter, x(kohorte3=0 kohorte2=0 studium =1) ///
from(20) to (40) gen(ko85stud) ncases(21)

capture prgen alter, x(kohorte3=0 kohorte2=0 studium =1) ///
from(20) to (40) gen(ko85stud) ncases (21) /*wiederholt!*/
graph twoway connected ko85studpl ko85studp2 ko85studp3 ///
ko85studp4 ko85studp5 ko85studp6 ko85studx

Die Syntax hat folgende Form: Der Befehl prgen verweist auf die Variable,
iiber deren Kategorien hinweg die Wahrscheinlichkeiten der Outcome-
Kategorien berechnet werden sollen. In diesem Fall handelt es sich um alter.
Als erste Option x () werden die jeweils interessierenden Werte der unabhingi-
gen Variablen eingetragen. In dem Fall setzen wir kohorte3 und kohorte2 auf
0 und erhalten damit die Referenzkategorie der Kohorte 1985. Wir setzen die
Variable studium auf 1, um Akademiker darzustellen. AnschlieBend wird der
Range beschrieben, liber den hinweg fiir jede Kategorie die Wahrscheinlichkei-
ten berechnet werden. Dieser Range muss mit der Option ncases iibereinstim-
men, was hier der Fall ist. Das Ergebnis der Prozedur wird in einen Satz von
Variablen geschrieben, die mit dem Prifix ko85stud beginnen. Wir generieren
diese Variablen mit der Option generate. Long und Freese beschreiben aus-
fithrlich, wie man nun im Anschluss an diesen Befehl die entsprechenden Vari-
ablen labelt und dann einfach iiber den Befehl graph twoway connected
grafisch darstellt (Long und Freese 2003, S. 215).

Ab stata 12 kann alternativ der margins Befehl verwendet werden, der
sehr leistungsfihig, allerdings auch ziemlich komplex ist.

9.2 Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen

Eine wichtige Annahme der multinomialen logistischen Regression, die anhand
von Tests iiberpriift werden kann, besteht in der independence of irrelevant al-
ternatives (IIA) (Borooah 2002, S. 74f; Crown 1998, S. 125f). Bei der multino-
mialen logistischen Regression werden die Log Odds einer jeweils interessieren-
den Kategorie immer relativ zur Basiskategorie geschitzt, und diese Log Odds
sind unabhéngig von den jeweils anderen Alternativen. Mit anderen Worten: Die
Log Odds, eine Arbeitsstelle liber das Arbeitsamt vermittelt zu bekommen versus
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sie liber das soziale Netzwerk vermittelt zu bekommen, sind unabhingig von den
anderen moglichen Allokationswegen am Arbeitsmarkt, wie beispielsweise das
Lesen von Zeitungsannoncen. Diese Annahme ist aber nicht in allen Féllen plau-
sibel. Nimmt man eine Kategorie der abhidngigen Variablen hinzu oder aber fasst
man zwei Kategorien zusammen, darf das keinen Einfluss auf die Schitzung der
Relative Risk Ratios der jeweils interessierenden Kategorie m relativ zur Basis-
kategorie b haben.

In der Literatur zum multinomialen Logit-Modell wird dieses Problem héiufig
am Beispiel einer Studie zur Wahl von Verkehrsmitteln erldutert. Eine Person
steht vor der Wahl, entweder mit dem Auto, mit dem Fahrrad oder dem Bus zur
Arbeit zu fahren. Was geschieht, wenn man nun noch zwischen roten und blauen
Bussen unterscheidet? Die Unterscheidung zwischen den Bussen nach dem Kri-
terium ihrer Farbe ist eine irrelevante Alternative. Die Unterscheidung wire
eingebettet in eine Oberkategorie Bus. Tabelle 27 zeigt die prozentualen Vertei-
lungen iiber die einzelnen Verkehrsmittel. In der linken Halfte entscheiden sich
55,4 Prozent, mit dem Auto zu fahren, 23 Prozent fahren mit dem Bus und 21,6
Prozent mit dem Fahrrad. In der rechten Halfte der Tabelle 27 wurde die Katego-
rie Bus noch einmal unterteilt in rote und blaue Busse.

Weil gilt exp(a)/exp(b)= exp(a-b), lasst sich der resultierende Quotient zu-
sammenziehen zu einem Term, der nach Ausklammern von x; den Einfluss von
x; auf die Chance der interessierenden Kategorie m gegeniiber der Basiskategorie
b darstellt (Long 1997, S. 154). Durch Logarithmierung zeigt sich, dass auch in
der multinomialen logistischen Regression sich die Log Odds durch eine Linear-
kombination aus Werten von x und den Regressionsgewichten B vorhersagen
lassen.

_ o[ Pry=m|x)
log odds(m) = 1n( Pr(y = b ) J

Q,,(x)=exp(x[p, -B,]) < IniQ,,.(x,)}=xB,-B,)

Die Differenz aus den Regressionskoeffizienten B, — B, wird als Kontrast be-
zeichnet, der den Effekt einer unabhingigen Variable x auf die Log Odds der
interessierenden Kategorie m gegeniiber der Basiskategorie b darstellt. In dieser
Darstellung wird der Kontrast anhand der Differenz der beiden Regressionskoef-
fizienten berechnet. Die Koeffizienten fiir alle anderen Kategorien der abhingi-
gen Variablen bzw. alle anderen Kontraste werden dabei nicht beriicksichtigt.
Daraus folgt, dass sich Modelle der multinomialen logistischen Regression in
eine Serie von bindren logistischen Regressionsmodellen zerlegen lassen, die alle
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jeweils Kontraste gegen dieselbe Basiskategorie b schitzen. Allerdings gilt das
nur, wenn die Annahme der Unabhdngigkeit eines Kontrasts von den jeweils
anderen Alternativen gegeben ist. Dies muss aber nicht zwangsldufig der Fall
sein. Wird in einem multinomialen Logit-Modell gegen diese Annahme versto-
Ben, liefert es verzerrte Schéitzungen der Log Odds.

Das Verstiandnis dieser Annahme und der Konsequenzen eines Annahmever-
stofles ist allerdings nicht ganz einfach. Die Unabhédngigkeit der Kontraste von
den iibrigen Alternativen wiirde bedeuten, dass die geschétzten Log Odds fiir
einen Kontrast unverdndert bleiben, auch wenn der abhéngigen Variablen eine
weitere Kategorie und damit eine weitere Alternative hinzugefiigt wird. Weil
sich die Wahrscheinlichkeit iber alle Kategorien auf 100% summieren muss,
impliziert das Hinzufligen einer weiteren Kategorie, dass die Einzelwahrschein-
lichkeit jeder iibrigen Kategorie zuriickgehen muss, wenn die geschitzten Log
Odds konstant bleiben. Dieser Riickgang muss fiir jede der iibrigen Kategorien
zu einem einheitlichen Prozentwert geschehen, damit die Log Odds bzw. die
Relativen Risk Ratios sich durch die neue Kategorie nicht dndern. Dies ist aber
nur der Fall, wenn die Alternativen tatsdchlich als vo6llig unabhéngig voneinan-
der betrachtet werden konnen. Bei der Anwendung der multinomialen logisti-
schen Regression setzt man diese Unabhéngigkeit einfach voraus.

Beim Red-Bus-Blue-Bus Problem impliziert die farbliche Unterteilung der
Busse die irrelevanten Alternativen. Das Modell kann nicht unterscheiden zwi-
schen einer eindeutig abgrenzbaren neuen Kategorie und einer irrelevanten Al-
ternative (Borooah 2002, S. 74).

Tabelle 27: Das IIA-Problem

A B
Auto: 55,4% Auto: 45,1%
Bus (Red): 23%  Bus (Red): 18,8%
Bus (Blue): 18,4%
Fahrrad: 21,6 Fahrrad: 17,7

In Tabelle 27 betragen bei der gegebenen Verteilung der Wahrscheinlichkeiten
der Wahl jedes Verkehrsmittels die Odds fiir das Auto vs. den (Roten) Bus
55,4/23=2,4. Nach der Einfithrung der blauen Busse in Spalte B der Tabelle, die
von 18,4% der Population gewidhlt wurden, ging die Wahrscheinlichkeit der
Wahl aller anderen Kategorien um 18,4% (nicht Prozentpunkte) zuriick. Nur
unter dieser Voraussetzung verdndern sich die Schiatzungen der Kontraste nach
Erweiterung um eine neue Kategorie nicht und die Odds fiir das Auto vs. den
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(Roten) Bus betragen weiterhin 2,4. Um diese Konstanz zu gewidhrleisten, miis-
sen aber auch ca. 18,4% derjenigen, die vorher Auto oder Fahrrad gefahren sind,
auf die blauen Busse umsteigen [(45,1/55,4 - 1)¢100]. Unterstellt man die Unab-
héngigkeit der Odds von den iibrigen Alternativen, legt das Modell nahe, die
Busgesellschaft konne einfach durch einen blauen Anstrich der Hélfte ihrer Bus-
se den Anteil der Busfahrer von 23% auf 37,2% erhohen. Das ist unrealistisch,
stellt aber ein notwendiges Argument dar fiir die Begriindung der Unabhingig-
keit der Odds von der Hinzufiigung einer weiteren Alternative. In der Realitét
wiirden Personen, die in Spalte A lieber Bus fahren, sich zufallig mit zwei mal
11,5% auf rote und blaue Busse aufteilen. Dann bleiben jedoch die Odds nicht
konstant. Kdme aber eine relevante Alternative hinzu, wire es tatsdchlich denk-
bar, dass diese Alternative gleichermallen auch von bisherigen Auto- und Fahr-
radfahrern wahrgenommen wird, die Wahrscheinlichkeiten fiir a/le Kategorien
sich dndern, die Odds aber konstant bleiben. Bei Borooah findet sich ein weiteres
Beispiel aus der Forschung iiber politische Wahlen (Borooah 2002, S. 75).

Um nun zu unserem Anwendungsbeispiel zuriick zu kommen: Bei der Jobsu-
che interessieren fiir die Schétzung eines Kontrastes nur die spezifische Katego-
rie Arbeitsamt relativ zur Basiskategorie Netzwerke. Es darf nicht sein, dass mit
steigender Bildung das Arbeitsamt weniger genutzt wird als die Netzwerke, nur
weil in einem Ort eine Zeitung existiert, die einschlidgige Annoncen publiziert.
Nach der Logik des statistischen Modells bedeutet diese Annahme, dass die
Fehlerterme einer jeden Gleichung, die spezifisch fiir jede Outcome-Kategorie
relativ zur Basiskategorie geschétzt wird, nicht iiber die Gleichungen hinweg
korreliert sind.

Inwieweit die IIA-Annahme tatsdchlich restriktiv ist, hdngt von der unter-
suchten Fragestellung ab. Sind die einzelnen Kategorien wirklich eindeutige, klar
abgegrenzte Alternativen? Dann wird die Einfiihrung einer weiteren Kategorie
(oder das Loschen einer Kategorie) keinen Einfluss auf die Schitzung der Log
Odds haben, weil die Fehlerterme nicht iiber die fiir jede Alternative spezifischen
Gleichungen hinweg korreliert sind.

Man kann einen Hausman-Test durchfiihren, der in seiner klassischen Logik
(Giesselmann und Windzio 2012) die geschitzten Koeffizienten fiir unterschied-
liche Modellspezifikationen vergleicht und auf signifikante Abweichungen die-
ser Koeffizienten testet. Die beiden Modellspezifikationen unterscheiden sich
dadurch, dass man bei der einen Modellspezifikation bestimmte Kategorien aus-
schlieBt. Man kann also beispielsweise bei einer multinomialen logistischen
Regression mit vier Auspragungen eine Kategorie ausschlieBen und dann den
Test durchfiihren und anschlieBend eine andere Kategorie ausschlieBen und den
Test wiederum durchfiihren.

Die Logik des Small-Hsiao-Tests funktioniert dhnlich (Long und Freese
2003, S. 208f; Fry und Harris 1998). Zunédchst wird der Datensatz zufillig in
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zwei gleichgroBe Teile zerlegt. Sodann wird jeweils auf Basis beider Teildaten-
sitze das multinomiale logistische Regressionsmodell berechnet. Nun hat man
fiir jeden Regressionskoeffizienten bei jeder Outcome-Kategorie zwei Werte.
Daraus wird ein gewichteter Mittelwert berechnet. Die Gewichte sind die Kon-
stanten 1/72 fiir die Beta-Koeffizienten, die auf Basis des ersten Teildatensatzes
S, geschitzt wurden, und 1—(1/72) fiir die Koeffizienten, die auf Basis des zwei-
ten Teildatensatzes S, geschitzt wurden. S; und S, sind hier die unrestricted
samples u.

SISy _ L RS _ L RS
A [ﬁ)ﬁ +{1 (ﬁj}ﬂ

In Anschluss daran wird das multinomiale Modell auf Basis der halben Samp-
legrofBe erneut geschitzt, allerdings werden nun die durch den gewichteten Mit-
telwert berechneten Beta-Koeffizienten als fixe Zielwerte der Modellschitzung
vorgegeben und der Wert der Log-Likelihood ermittelt, den man durch Einsetzen
dieser Koeffizienten in die Log-Likelihood-Funktion erhélt. Entgegen der eigent-
lichen Logik werden also nicht die unbekannten Werte der Schitzparameter
gesucht, die man beim Maximum der Log-Likelihood findet, sondern es wird ein
zunéchst unbekannter Log-Likelihood-Wert bei fixen Werten der Schétzparame-
ter ermittelt. Die Log-Likelihood der Schiatzung des Modells mit vorgegebenen

Koeffizienten ﬁf‘sz lasst sich formal darstellen als:

LL(B5™)

Diese Likelihood wird festgehalten. Nun wird im néchsten Schritt das erste Sub-
sample S; verworfen und der Datensatz S, durch eine Beschrankung (restriction)
modifiziert: Aus dem zweiten Subsample S, werden alle Fille geloscht, die eine
bestimmte Alternative gewihlt haben (es wird also eine Outcome-Kategorie samt
der zugehorigen Fille geloscht). Damit ist S, nun ein restricted sample — daher
das Subskript . Wieder werden die Beta-Koeffizienten geschitzt. Der Small-
Hsiao-Test besteht nun darin, dass die Likelihoods beider Modellschédtzungen
verglichen werden:

SH = 2\LL(B%) - LL(3™))

Dabei ist wichtig, dass fiir die Zerlegung des Datensatzes in zwei gleichgrof3e
Teile im ersten Schritt eine Zufallszahl gezogen werden muss. Je nach Auspra-
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gung dieser Zufallszahl wird das Sample in spezifischer Weise in zwei gleich-
grofle Teile zerlegt. Bei einer vollig indeterminierten Zufallszahl werden unter-
schiedliche Durchfithrungen dieses Tests moglicherweise zu unterschiedlichen
Ergebnissen fiihren. Man kann nun die Zufallszahl mit dem set seed Befehl
steuern. Zu empfehlen ist dabei, dass man diesen Test nicht nur einmal, sondern
beispielsweise bis zu zehnmal durchfiihrt, und jeweils mit set seed unter-
schiedliche Startwerte fiir die Zufallszahl vorgibt, damit der Datensatz in jeweils
unterschiedlicher Weise in zwei Teile zerlegt wird. Hat man beispielsweise in
acht von zehn Tests ein negatives Ergebnis (d.h. fiir HO), kann man davon aus-
gehen, dass die Annahme der independence of irrelevant alternatives erfiillt ist.
Denn die Nullhypothese, dass die Annahme der Unabhéngigkeit von irrelevanten
Alternativen erfiillt ist, wird tendenziell nicht widerlegt. Wenngleich hier das
Problem des multiplen Testens besteht (Bortz 1989, S. 322), kann man davon
ausgehen, dass sich diese Annahme kaum mehr aufrechterhalten ldsst, wenn in
der Hilfte der Félle positive Befunde vorliegen, d.h. die Likelihoods der Modell-
schitzungen signifikant voneinander abweichen. In diesem Fall lésst sich alter-
nativ das sogenannte Nested-Logit-Modell schitzen (vergleiche unten).

Wir schitzen ein einfaches Modell und testen im Anschluss daran mit dem
Befehl mlogtest, smhsiao die Nullhypothese der Unabhéngigkeit von irrele-
vanten Alternativen.

use $pfad/mlogit.dta, clear
mlogit i_allokation kohorte2 kohorte3 alter frau studium,
rrr

set seed 1259
mlogtest, smhsiao

Tabelle 28 zeigt fiir jede der fiinf Kategorien, dass die Nullhypothese der Unab-
héngigkeit von irrelevanten Alternativen aufrecht erhalten werden konnte. Bei
mehrfacher Durchfiihrung kann durchaus in einigen Fillen bzw. fiir einige Kate-
gorien die Nullhypothese verworfen werden, ohne dass das Modell insgesamt
verworfen werden muss. Eine klare Regel, wie hiufig der Test durchzufiihren ist
und ab wann genau die ITA-Annahme verworfen werden sollte, findet sich in der
Literatur aber nicht.
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Tabelle 28: Ergebnis des Small-Hsiao-Tests

**** Small-Hsiao tests of IIA assumption (N=2161)

Ho: Odds (Outcome-J vs Outcome-K) are independent of other alternatives.

Omitted InL (full) 1InL (omit) chiz df P>chi2 evidence
1__selbs -1441.345 -1430.790 21.110 24 0.632 for Ho
2__betri -1101.960 -1092.465 18.990 24 0.753 for Ho
3__initi -1214.148 -1203.192 21.911 24 0.585 for Ho
4__annon -1195.979 -1183.729 24.500 24 0.433 for Ho
6__arbei -1362.821 -1351.700 22.242 24 0.565 for Ho

Zudem stellten Cheng und Long in ihrer Simulationsstudie insgesamt betrachtli-
che Probleme dieser Tests fest — auch beim Small-Hsiao Test (Cheng und Long
2007). Dadurch sehen sie die Aussage von McFadden bestitigt, dass sowohl das
multinomiale als auch das konditionale logistische Regressionsmodell (vgl. fol-
genden Abschnitt) nur dann verwendet werden sollten, wenn gute Griinde dafiir
sprechen, dass die Alternativen hinreichend distinkt voneinander sind und die
Akteure sie auch unabhiéngig voneinander bewerten. Durch die Probleme der
Tests werden jene Modellvarianten aufgewertet, die nicht auf der Annahme der
Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen basieren. Dazu gehdrt das Nested-
Logitmodell, welches im folgenden Abschnitt besprochen wird.

9.3 Konditionales Logit-, Mixed-Logit- und Nested-Logitmodell

Wie im vorangegangenen Abschnitt dargestellt, wird bei der multinomialen lo-
gistischen Regression die Wahrscheinlichkeit einer Kategorie durch Merkmale
der Beobachtungen (hier der Personen) vorhergesagt. Uberlegt man auf Basis
von Okonomischen, psychologischen oder soziologischen Theorien, nach wel-
chen Kriterien individuelle Akteure ihre Entscheidungen treffen, erscheint es
allerdings fragwiirdig, die Entscheidung fiir die jeweilige Kategorie ausschlief3-
lich auf Merkmale der Individuen, und nicht zugleich auch auf Merkmale der
Kategorien selbst, zuriickzufiihren. Nehmen wir an, den jeweiligen Kategorien
der nominalskalierten abhdngigen Variablen sind bestimmte Wertigkeiten zuge-
ordnet. Untersucht man beispielsweise Einflussfaktoren auf die Wahl eines Ver-
kehrsmittels (z.B. Bus, Fahrrad, Auto), sind es bestimmte Eigenschaften dieser
Verkehrsmittel, die sich ebenfalls auf die Wahl auswirken. Denn offensichtlich
spielen Eigenschaften wie Fahrpreis oder Geschwindigkeit fiir die Wahl eines
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Verkehrsmittels eine grofe Rolle. Und diese Eigenschaften werden wiederum
von den Akteuren unterschiedlich bewertet.

Bei der multinomialen logistischen Regression kann man aber die Merkmale
der jeweiligen Kategorien nicht als erkldrende Variable in das Modell einfiihren.
Zu diesem Zweck wurde das konditionale Logit-Modell entwickelt. In der einfa-
chen Variante dieses Modells werden die Eigenschaften der individuellen Akteu-
re zundchst ignoriert und ausschlieBlich Merkmale der Kategorien als Préi-
diktoren beriicksichtigt. Konditionale Logit-Modelle konnen nicht verwendet
werden, wenn die untersuchten Daten keine Information iiber die von den Akteu-
ren zugewiesenen Wertigkeiten (in einer jeweils interessierenden Dimension) der
Kategorien der abhidngigen Variablen enthalten. In Studien zur Analyse von
Entscheidungen rationaler Akteure werden daher Bewertungen der Kategorien
der abhingigen Variablen erhoben. In Studien zur Verkehrsmittelwahl wiirde
man beispielsweise fiir die jeweilige Strecke, die eine Person iiblicherweise zu-
riicklegt, den Fahrpreis sowie die benétigte Zeit fiir die jeweilige Strecke erfas-
sen. Untersucht man die Wahl eines Restaurants, konnte man etwa den Preis
eines vom Akteur priferierten Gerichts erheben und als Pradiktor des Entschei-
dungsverhaltens der Akteure modellieren.

Ublicherweise variieren zwischen den Akteuren die Wertigkeiten, die sie den
Kategorien in der jeweiligen Dimension zumessen. Fiir manche Akteure ist es
wesentlich einfacher und schneller, alltidgliche Distanzen mit dem Auto zuriick-
zulegen als mit dem Bus, wéhrend es sich bei anderen Akteuren genau umge-
kehrt verhilt. In Studien zum Entscheidungsverhalten werden den befragten
Personen zunéchst alle moglichen Alternativen vorgelegt, die die Akteure hin-
sichtlich unterschiedlicher Dimensionen bewerten sollen. So kann man z.B. Abi-
turienten (eine begrenzte Anzahl von) Ausbildungsalternativen vorlegen und sie
bitten, die jeweilige Ausbildungsmdglichkeit in Bezug auf Kriterien wie erwarte-
tes Einkommen, Interesse an der Tétigkeit oder die erwartete Beschiftigungssi-
cherheit zu bewerten. Man erwartet, dass die Bewertungen sowohl zwischen den
Personen, aber insbesondere auch zwischen den Kategorien, variieren.

Allerdings miissen die Daten transformiert werden, bevor ein konditionales
Logit-Modell geschétzt werden kann. In unserem Untersuchungsbeispiel fragen
wir wieder danach, iiber welchen Weg eine Person sich die Information iiber die
aktuelle Arbeitsstelle beschafft hat. Dabei unterscheiden wir wieder zwischen
Initiativbewerbung, Information direkt vom Betrieb, von den Eltern, Bekannten,
Kollegen, aus einer Annonce sowie vom Arbeitsamt. Man miisste jetzt in der
empirischen Studie fiir jede Person die Kosten erheben, die ein jeweiliger Infor-
mationsweg beinhaltet. Diese Kosten variieren sowohl zwischen den Alternati-
ven als auch zwischen den Personen. So wird der Grad der Stigmatisierung, den
eine Person beim Aufsuchen des Arbeitsamtes empfindet, von den Personen in
subjektiver Weise erlebt. Je nachdem, wie die Bezichung zu den eigenen Eltern,
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zu Bekannten oder zu (ehemaligen) Kollegen gestaltet ist, kann die Nutzung des
Sozialkapitals fiir einen Akteur mit unterschiedlichen Kosten einhergehen — und
diese Kosten unterscheiden sich wiederum deutlich von den Kosten anderer
Alternativen. Auf diese Weise haben wir Informationen, die wir fiir die Schat-
zung eines konditionalen Logit-Modells verwenden kdnnen.

Es sei an dieser Stelle ein Problem dieses speziellen Anwendungsfalls ange-
merkt, welches wir im Folgenden der Einfachheit halber ignorieren wollen: Da
wir die jeweils aktuellen Arbeitsstellen einer Person betrachten, untersuchen wir
nicht nur die Wahl, die die Personen getroffen haben, sondern zugleich auch die
Wahl, die der jeweilige Arbeitgeber getroffen hat. Faktisch betrachtet unsere
Analyse daher letztlich nicht allein die Wahl eines jeweiligen Informationsweges
durch die befragten Personen.

Nehmen wir trotzdem an, es handle sich tatsdchlich um eine Analyse von
Wahlentscheidungen der Arbeitsuchenden. Wollen wir die Merkmale der jewei-
ligen Outcome-Kategorie als Pradiktorvariablen modellieren, miissen wir den
Datensatz zundchst transformieren. Tabelle 29 zeigt den Datensatz in seiner
urspriinglichen Version. Zu sehen sind unter anderem die ID-Nummer, die Vari-
able alter, der urspriingliche Indikator des Allokationsweges allok und
schlieBlich jeweils zwei Dummy-Variablen fiir die Allokationswege sowie die
Kosten eines jeweiligen Allokationsweges. Anzumerken ist, dass es sich bei den
Kosten um fiir diese Beispielanalyse kiinstlich generierte Variablen handelt. Fiir
die Schitzung der konditionalen logistischen Regression muss der Datensatz
transformiert werden, so dass eine Variable die Kosten der jeweiligen Alternati-
ven abbildet. Anders als bei der multinomialen logistischen Regression geht es
nicht mehr darum, Merkmale der Individuen auf die Log Odds der jeweiligen
Kategorie der abhingigen Variable zu modellieren, sondern den Einfluss einer
Eigenschaft einer Kategorie (hier die Kosten). Wir erhalten nun fiir jede unab-
héngige Variable nur noch einen Koeffizienten fiir die Log Odds. Dieser Koeffi-
zient gibt allgemein an, ob x; die Auswahl aus den Kategorien beeinflusst. Die
,erklarte Varianz® resultiert nun aus dem Einfluss der Merkmale der Alternati-
ven, die von den Akteuren jeweils spezifisch bewertet werden.

In dem Datensatzausschnitt in Tabelle 29 stellt die Variable allok_ur die
jeweilige Kategorie bzw. den jeweiligen Allokationsweg dar, wiahrend die Vari-
ablen allokl bis allok3 als Dummy-Variablen anzeigen, welcher der Alloka-
tionswege jeweils gewdhlt wurde. In der ersten Zeile hat die Variable allok1
den Wert Eins, wihrend die anderen beiden Variablen allok2 und allok3
jeweils auf null gesetzt sind. Somit wird deutlich, dass der erste Allokationsweg
— namlich die Initiativbewerbung — gewihlt wurde. Anders verhilt es sich bei
ID-Nummer 801, bei der der dritte Allokationsweg, ndmlich die Informationsbe-
schaffung iiber die Eltern, gewidhlt wurde. Die Variablen cost1 bis cost3 bein-
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halten fiir jede Person die jeweiligen Kosten eines Informationsweges. Es bedeu-
tet fiir eine Person — in je spezifischer Weise — unterschiedliche Grade an Zeit
und Nerven, eine Zeitung zu lesen oder die Eltern um Rat zu fragen.

Fiir die Schitzung der konditionalen logistischen Regression miissen wir den
Datensatz in eine Mehrebenen-Struktur transformieren. In Tabelle 29 ist der
Datensatz noch im sogenannten wide format, d.h. die Informationen iiber jede
Alternative, wie etwa cost oder allok, liegen in Form von Variablen als Spal-
ten in der Datenmatrix vor. Wir miissen die Variablen allokl bis allok7 (in
Tabelle 29 wurden aus Platzgriinden nur die Informationen fiir jeweils die ersten
drei Allokationswege dargestellt) umbauen, so dass fiir die Personen exakt so
viele Zeilen im Datensatz generiert werden, wie Alternativen zur Entscheidung
vorliegen. Ahnlich dem Personen-Jahre-Datensatz der diskreten Ereignisanalyse
(vgl. Kapitel 6.1) erstellt man einen ,,Personen-Alternativen*-Datensatz. Jeder
alternativenspezifischen Zeile innerhalb einer Person ist nun der korrekte Wert
fiir die Kosten einer jeweiligen Alternative zugewiesen. Vor der Transformation
sieht der Datensatz folgendermalen aus:

Tabelle 29: Datensatz im ,,wide* Format
ID alter allok_ur allokl allok2 allok3 costl cost2 cost3

101 23.50 initiativ 1 0 0 1.39 1.78 4.04
102 24.25 eltern 0 0 1 1.91 1.76 3.93
301 21.25 kollegen 0 0 0 1.02 2.47 4.05
302 25.83 kollegen 0 0 0 1.96 2.10 3.89
501 23.83 kollegen 0 0 0 1.53 1.70 3.72
502 26.16 kollegen 0 0 0 1.92 1.99 3.86
503 29.83 arbeitsamt 0 O 0 1.72 1.57 4.27
801 18.91 eltern 0 0 1 1.88 2.26 4.08
802 19.75 initiativ 1 0 0 1.22 2.06 4.23
803 21.41 initiativ 1 0 0 1.76 1.60 4.00

Nach der Transformation der Daten mit dem reshape Befehl haben wir fiir jede
Episode ebenso viele Zeilen wie Alternativen vorliegen. Die Variable allok
nimmt die Werte Null oder Eins an; die Eins steht bei jeder Alternative, die eine
Person in der jeweiligen Episode gewéhlt hat.

Der reshape Befehl liegt in zwei Varianten vor: Zum einen wird mit dem
Befehl reshape long der Datensatz vom wide format in das long format trans-
formiert, mit reshape wide vom long format in das wide format. Im wide for-
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mat liegen die alternativenspezifischen Informationen in Variablenform (némlich
allokl bis allok7 sowie cost1 bis cost7) vor.

Tabelle 30: Datensatz im ,,Jong* Format

ID stud alter alternative allok cost

101 1 23.5 initiativ 1 1.43
101 1 23.5 betrieb 0 2.45
101 1 23.5 eltern 0 3.62
101 1 23.5 bekannte 0 1.00
101 1 23.5 kollegen 0 1.68
101 1 23.5 annonce 0 3.75
101 1 23.5 arbeitsamt 0 5.70
102 1 24.25 initiativ 0 1.62
102 1 24.25 betrieb 0 1.54
102 1 24.25 eltern 1 4.24
102 1 24.25 bekannte 0 1.36
102 1 24.25 kollegen 0 1.75
102 1 24.25 annonce 0 3.65
102 1 24.25 arbeitsamt 0 5.07
301 0 21.25 initiativ 0 1.38
301 0 21.25 betrieb 0 1.90
301 0 21.25 eltern 0 3.70
301 0 21.25 bekannte 0 1.31
301 0 21.25 kollegen 1 2.08
301 0 21.25 annonce 0 3.05
301 0 21.25 arbeitsamt 0 5.17

Durch den Befehl reshape 1long wird der Datensatz umorganisiert, so dass
diese alternativenspezifischen Informationen in Zeilenform vorliegen. Dabei gibt
man an, fiir welche Variablen die jeweiligen Informationen in die Zeilen ge-
schrieben werden sollen, sowie als Option die ID-Variable der urspriinglichen
Zeilen. Mit der Option j () legt man den Namen der von Stata neu zu generie-
renden Variable fest, die die Information tiber die letztlich gewidhlte Alternative
enthdlt. Wir haben nach der Umorganisation fiir jede Person daher ebenso viele
Zeilen wie Alternativen vorliegen. Fiir jede Personen-Alternative kann man jetzt
die Wahrscheinlichkeit der Realisierung einer 1 in Abhéngigkeit von den Kosten
der jeweiligen Alternative vorhersagen — nichts anderes macht das konditionale
Logit-Modell.

Mit der unten stehenden Syntax wird der Datensatz vom wide format in das
long format transformiert. Alle Variablen, die aus den Spalten (z.B. al1lok1 und
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allok?2) in die Zeilen geschrieben werden, miissen als Suffix eine chronologi-
sche Nummer enthalten. Der reshape Befehl soll zwei neue Variablen — nim-
lich allok und cost — erzeugen, wobei das Suffix von den Variablennamen
abgetrennt und in die neu gebildete Variable alternative geschrieben wird.
Durch dieses Vorgehen kommt man von der Datenform in Tabelle 29 zu der
Datenform in Tabelle 30. Weiter unten sehen wir uns die Datentransformation
noch einmal in direkter Verbindung mit der Modellschitzung an.

use $pfad/asclogit.dta, clear

list ID studium alter allok_ursprung allokl allok2 ///
allok3 costl cost2 cost3 in 1/10, clean

reshape long allok cost, 1i(ID) j(alternative)

lab val alternative allok

tab alternative

tab alternative, nolabel

list ID studium alter alternative allok cost in 1/21, clean

Ahnlich dem Fixed-Effects-Logit-Modell fiir Paneldaten (Giesselmann und
Windzio 2012) ist das Modell nicht in der Lage, Merkmale, die nicht zwischen
den Alternativen variieren, als Prddiktoren aufzunehmen. Konditionale Logit-
Modelle bendtigen immer Variation der unabhéngigen und abhdngigen Variab-
len innerhalb einer Person. Personenspezifische Merkmale lassen sich durch
Interaktionseffekte zwischen den personenspezifischen Merkmalen und den
Outcome-Kategorien einfiihren, wodurch das konditionale logit Modell zu einem
Mixed-Logitmodell wird.

Bevor die Syntax fiir die Modellschidtzung besprochen wird, sollen anhand
einer formalen Darstellung der Modelle die Unterschiede noch einmal deutlich
werden: Im Datensatz, der einem multinomialen Logit-Modell zugrunde liegt,
wird jede Person bzw. jede Jobepisode durch eine Zeile repriasentiert. Die nomi-
nal skalierte abhingige Variable hat mehr als zwei Ausprigungen. Geschétzt
werden die individuellen Werte der Variablen x als Pradiktoren der Realisierung
der jeweiligen Alternativen J. Dass die unten stehende Gleichung in dieser Form
nicht identifizierbar ist, sondern relativ zu einer Basiskategorie umgeformt wer-
den muss, ist an dieser Stelle nicht von Bedeutung. Wichtig ist: beim multinomi-
alen Logit-Modell wird die Wahrscheinlichkeit einer Kategorie durch Merkmale
der Personen vorhergesagt. Dies geschieht dadurch, dass im Zahler der folgen-
den Gleichung exp(B, x;) steht, d.h. der Antilogarithmus der Linearkombination
aus Regressionsgewichten und erkldrenden Variablen fiir die Kategorie m. Im
Nenner wird dieser Term fiir alle moglichen Kategorien gebildet und iiber diese
aufsummiert, wodurch der Gesamtausdruck eine Wahrscheinlichkeit darstellt.
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exp(BnX;) Multinomiales Logit
J

> exp(B)x,)

Pr(y, =m|x;) =

Dieses Grundprinzip gilt auch fiir das konditionale Logit- und das Mixed-
Logitmodell. Der Unterschied zwischen dem multinomialen und dem konditio-
nalen Logit besteht darin, dass beim multinomialen Logit-Modell der Term
exp(|3'mxi) nur Merkmale der Individuen als erkldrende Variablen zur Vorhersage

der Wahl der Kategorie m beriicksichtigt. Die Regressionsgewichte P, sind hier
spezifisch fiir jede Kategorie, wihrend die Werte der erklirenden Variablen x;
nur zwischen den Individuen, nicht aber zwischen den Kategorien der abhingi-
gen Variablen, variieren kdnnen. Denn im multinomialen Logit-Modell sind die
erklarenden Variablen Merkmale der Individuen.

exp(7'Z;,, Konditionales Logit
Pr(y, = m|x,) = — P(v'Zyy,) g

D exp(Y'Zy,)
i=1

Im konditionalen Logit-Modell ist das anders: Im Term exp(y'Z, ) variieren die

Werte der erkldrenden Variablen Z zwischen den Kategorien der abhingigen
Variablen, d.h. die erkldrenden Variablen sind Merkmale dieser Kategorien, die
wiederum zwischen den Personen variieren (z.B. der spezifische Geldpreis, den
die Person i bei der Wahl der Alternative m zahlen muss). Héufig werden in
Studien, in denen das konditionale Logit-Modell verwendet wird, subjektive
Bewertungen der Alternativen durch die Akteure verwendet. Um im Datensatz
kategorienspezifischen Bewertungen abbilden zu konnen, ist die oben erwéhnte
Umformung der Daten notwendig: Jede Person erhilt fiir jede Alternative eine
eigene Zeile, die die Bewertungen enthilt (vgl. Tabelle 30). Zudem gibt es einen
Koeffizienten y fiir ein alternativenspezifisches Merkmal Z. Die Regressionsko-
effizienten variieren nicht zwischen den Kategorien der abhéngigen Variablen,
sondern sie geben nur an, wie stark ein Merkmal der Alternativen (z.B. Geld-
preis) die Wahlwahrscheinlichkeit beeinflusst. Selbstverstindlich konnen die
Alternativen mehrere relevante Merkmale aufweisen, z.B. Preis, Reputation,
Komfort oder zertifizierte Umweltvertraglichkeit. Die erkldrenden Variablen
sind Merkmale der Alternativen bzw. der Kategorien der abhéngigen Variablen —
als solche konnen sie aber nur modelliert werden, wenn der Datensatz entspre-
chend umgebaut wird: Die Untersuchungseinheiten sind Personen-Alternativen,
d.h. eine Zeile im Datensatz steht fiir eine Alternative m, die eine Person wihlen
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kann. Jede Person erscheint im Datensatz ebenso hédufig, wie sie Alternativen zur
Auswahl hat (d.h. die Kategorien der abhéngigen Variablen) (vgl. unten).

Ist der Datensatz in das long format transformiert, so dass bereits ein konditiona-
les Logitmodell geschitzt werden konnte, ldsst sich in Stata auch das Mixed
Logitmodell ohne weiteren Aufwand mit dem Befehl asclogit schitzen. Das
Mixed-Logitmodell stellt eine Kombination aus dem multinomialen und dem
konditionalen Logitmodell dar, es kdnnen hier also sowohl Merkmale der Indivi-
duen als auch Merkmale der Kategorien als erkldrende Variablen modelliert
werden. In dem Term exp(B, x, +7'Z,,) variiert B, zwischen den Kategorien,

weil unterschiedliche Werte x; der Individuen — wie im multinomialen Logitmo-
dell — die Wahrscheinlichkeit der Wahl einer Kategorie beeinflussen. Man erhélt
zudem Koeffizienten y fiir jedes Alternativenmerkmal Z;,,. Eine erklarende Vari-
able Z, stellt also ein Merkmal einer Alternative dar. Es variiert sowohl zwi-
schen den Individuen als auch zwischen den Alternativen, aber man erhalt fiir
jedes Merkmal der Alternative nur einen Koeffizienten y.

_eXp(BuX; + V' Zin) Mixed-Logit

J

- exp(Bx; +1'Ziy,)
i1

Pr(y, =m|x;)=

Das Mixed-Logitmodell ldsst sich mit etwas Datentransformation in Stata 9
mit dem Befehl clogit schétzen, indem Interaktionseffekte aus personenspezi-
fischen Merkmalen und den Outcome-Kategorien gebildet werden (Long 1997,
S. 181). Dafiir haben J. Freese und J. S. Long das ado-file case2alt entwickelt
(Long und Freese 2006, S. 308). Ab stata 10 existiert der Befehl asclogit.

In der Literatur wird darauf hingewiesen, dass die Bezeichnung Mixed-Logit
nicht immer einheitlich verwendet wird. Manchmal werden damit Modelle mit
korrelierten Fehlertermen bezeichnet (Winkelmann und Boes 2006, S. 163).
Ahnlich wie beim bivariaten Probit-Modell sind in diesen Modellen die Alterna-
tiven nicht unabhédngig voneinander, wodurch die Annahme der Unabhéngigkeit
von irrelevanten Alternativen gelockert wird. Cameron und Trivedi sowie Gree-
ne bezeichnen dieses Modell als random-parameter logit (Cameron und Trivedi
2005, S. 513; Greene 2008, S. 851). Es kann in Stata mit dem Befehl mixlo-
git geschitzt werden, der allerdings zunidchst installiert werden muss. Eine
Variante davon ist das alternativenspezifische multinomiale Probit-Modell asm-
probit, welches ebenfalls eine Korrelation der Fehlerterme iiber die Gleichun-
gen hinweg zulédsst. Exemplarische Anwendungen dieser Modelle findet man bei
Cameron und Trivedi (2009, S. 505-510).
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Betrachten wir zunéchst das einfache konditionale Logit-Modell, bei dem die
Realisierungschancen des jeweiligen Outcomes durch ein Merkmal der jeweili-
gen Outcomes selbst vorhergesagt werden. Fiir die Schétzung des Modells haben
wir hier nur eine einzige Pradiktorvariable, nimlich die Kosten einer jeweiligen
Alternative (eines jeweiligen Outcomes). In umfangreichen Entscheidungsstu-
dien ist es sinnvoll, eine Vielzahl von Merkmalen der Alternativen zu erfassen,
um die Realisierungschancen einer jeweiligen Alternative im Rahmen einer
multiplen Regression, d.h. durch einen ganzen Satz von Priadiktorvariablen, vor-
herzusagen. Wir schitzen das einfache konditionale Logit-Modell mit dem Be-
fehl clogit, wobei wir berlicksichtigen sollten, dass genau genommen nicht
Personen, sondern Arbeitsstellen, die innerhalb der Personen geclustert sind, die
Untersuchungseinheiten darstellen. Daher fordern wir mit der Option clus-
ter (person) robust die korrigierten Standardfehler an.

use $pfad/asclogit.dta, clear

reshape long allok cost, 1(ID) j(alternative)

clogit allok cost, group(ID) cluster (person) robust

asclogit allok cost, casevars(alter frau studium ///
kohorte2 kohorte3) case(ID) alternatives (alternative)

Wir erhalten folgendes Ergebnis der Schétzung des konditionalen Logitmodells
(eine Tabelle zu zeigen ist nicht notwendig): Der Koeffizient der Variable cost
hat ein negatives Vorzeichen und betrdgt -0,137. Er ist mit einem z-Wert von -
7,97 auf dem 0,1-Prozent-Niveau signifikant. Je hoher die Kosten eines Alloka-
tionsweges sind, desto geringer sind die Chancen, dass eine Person diesen Allo-
kationsweg auch auswéhlt. Die Stirke des konditionalen Logitmodells besteht
also in der Modellierung der spezifischen Merkmale einer Outcome-Kategorie
als Pradiktoren der Realisierungschance der jeweiligen Kategorie.

Fiir die sozialwissenschaftliche Forschung noch interessanter ist das Mixed-
Logit-Modell, bei dem neben den alternativenspezifischen Merkmalen auch
Merkmale der Akteure als Pradiktoren eingefiihrt werden kdnnen. Beim Mixed-
Logit-Modell wird die Realisierungschance einer jeweiligen Outcome-Kategorie
sowohl durch individuenspezifische als auch durch alternativenspezifische
Merkmale vorhergesagt. Das heifit: Sowohl die Variable cost, die sich auf die
Alternativen bezieht, als auch die Variablen alter, frau und studium, die sich
auf die einzelnen Personen beziehen und nicht zwischen den Kategorien variie-
ren, wirken auf die abhingige Variable. In Stata wird dieses Modell mit dem
Befehl asclogit geschitzt (alternative specific conditional logit).

Dieses Modell fiihrt zu folgendem Ergebnis: Nach Kontrolle der Personen-
merkmale ist das alternativenspezifische Merkmal der Kosten der jeweiligen
Alternative nicht mehr signifikant (0,108, n.s.). Interessant ist, dass Personen mit
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Hochschulabschluss signifikant weniger geneigt waren, ihre Stellen liber das
Arbeitsamt, liber eine Annonce oder iiber Bekannte zu finden; sie fanden ihre
Jobs deutlich hdufiger {iber Initiativbewerbungen (Basiskategorie), als dies bei
Lehrabsolventen der Fall war.

Tabelle 31: Allokationswege zur aktuellen Arbeitsstelle im ostdeutschen
Transformationsprozess, Mixed-Logit Modell, Basiskategorie:

Initiativbewerbung
Kolleg. Eltern Bek. Betrieb Annonce  Arb.amt

Alter 0.091**  -0.095** 0.028 -0.067* 0.118***  (.153%**
Frau (vs. M.) -0.257 -0.426*%  -0.247 -0.191 0.138 0.030
Studium (vs. L.) -0.281 -0.429 -0.650** -0.071 -1.079%** .2 125%**
Koh. 90 (vs. 85) -0.017 -0.425+  -0.220 -0.610%*  0.408+ 0.126
Koh. 95 (vs. 85) 0.036 -0.592*  -0.507*  -1.226*** 0.407+ 0.280
Constant -2.027*%%  2.654%*%  0.147 2.924%%% D 7JBOFKK -3 .954%**
Kosten 0.108 n.s.
Observations 14476

Tp<.1,p<.05 7" p<0l,” p<.001

Wie auch beim multinomialen Logitmodell gilt jedoch auch hier, dass sie auf der
Annahme der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen (independence of
irrelevant alternatives, IIA) basieren. Diese Annahme besagt, dass die Realisie-
rungschance einer Kategorie immer unabhingig sein muss von den Realisie-
rungschancen der jeweils anderen Kategorie. Wird im multinomialen, konditio-
nalen oder im Mixed-Logit Modell ein Verstol gegen die Annahme der Unab-
héngigkeit von irrelevanten Alternativen festgestellt, gibt es neben dem Zusam-
menfassen oder Auslassen von Kategorien der abhingigen Variablen sowie der
Verwendung von mixlogit oder asmprobit eine weitere Moglichkeit, auf den
Verstol gegen diese Annahme zu reagieren: das Nested-Logit Modell (Train
1986; Train 2009). Das Nested-Logit Modell ist dem Mixed-Logit Modell dhn-
lich, allerdings ist die Schéitzung weitaus komplexer. Die restriktive Annahme
der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen wird im Nested-Logit Modell
dadurch gelockert, dass dieses Modell Korrelationen der Residuen der alternati-
venspezifischen Gleichungen erlaubt. Es wird davon ausgegangen, dass Alterna-
tiven, die nicht unabhidngig voneinander sind, innerhalb einer Oberkategorie
zusammengehdren. Im Nested-Logit Modell wird somit im Sinne eines Ent-
scheidungsbaumes eine Hierarchie von Entscheidungen modelliert (vgl. Abbil-
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dung 43). So kann die obere Hierarchie eines Entscheidungsbaumes darin beste-
hen, dass eine Person zunichst entscheidet, ob sie bei der Arbeitsstellensuche
ihre sozialen Netzwerke aktiviert, oder ob sie sich auf Institutionen verlésst. Die
beiden Oberkategorien miissen aber hinreichend distinkt voneinander sein, damit
sich das Problem der Abhdngigkeit von irrelevanten Alternativen auf der oberen
Ebene gar nicht erst stellt.

Abbildung 43: Entscheidungsbaum in Nested-Logit Modell

Allokationsweg

Netzwerk Institution

Eltern Bekannte Kollegen Initiativ Betrieb Annonce Arbeitsamt

Die korrekte Abbildung des Entscheidungsbaumes ist eine Aufgabe, die die
Forschenden auf Basis guter theoretischer Vorarbeit bzw. empirischer Vorstu-
dien zu treffen haben. Die Besonderheit besteht darin, dass die einzelnen Alter-
nativen innerhalb der Oberkategorien nicht mehr als unabhingig voneinander
betrachtet werden miissen, sondern eine Korrelation der Residuen der Gleichun-
gen innerhalb der Oberkategorien explizit mitmodelliert wird. In der Entschei-
dungstheorie wird argumentiert, dass eine Korrelation der Residuen darauf hin-
deutet, dass innerhalb der Oberkategorie die Alternativen gemeinsame unbeo-
bachtete Nutzdimensionen aufweisen (Train 1986, S. 67).

Formal ldsst sich das Nested-Logit Modell als bedingte Wahrscheinlichkeit
pjr der Wahl einer Alternative k innerhalb von Kategorie j darstellen: Es ist die
Wabhrscheinlichkeit p; der Wahl der Oberkategorie j multipliziert mit der Wahr-
scheinlichkeit p; |, der Wahl der Alternative k unter der Bedingung, die Oberka-
tegorie j gewihlt zu haben:

exp(ze+p,1)) exp(x;B;/p,)
Py =P;®Pu =77 °%

i
Zexp(zma+pnzlm) Zexp(X]lBj /pj)

m=1 I=1

Dabei steht /; fiir den sogenannten inclusive value:
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Kj
Ij = ll’l(; exp(P,,X; /pj)J
Er stellt den durchschnittlichen Nutzen dar, den eine Person aus der Wahl der
Alternative k innerhalb der Oberkategorie j erwarten kann (Train 1986, S. 68;
vgl. auch Wooldridge 2002, S. 503). Bei dem inclusive value ist die Division
durch p; relevant, weil erst dadurch die Koeffizienten so normalisiert werden,
dass das Modell als random utility maximization Modell (RUM) bzw. random
utility maximization nested logit Modell (RUMNL) interpretiert werden kann. In
altere Versionen von Stata war diese Normalisierung noch nicht implementiert
(Heiss 2002, S. 236), ab der Version 10 ist die Schitzung nun konsistent mit dem
entscheidungstheoretischen RUMNL Modell.

Es lasst sich zeigen, dass durch die Formulierung als bedingte Wahrschein-
lichkeit die Alternativen zwischen den Oberkategorien tatsédchlich unabhéingig
voneinander sind (Fox 2008, S. 363). Der Term p; weist einen inversen Zusam-
menhang mit der Korrelation der Residuen der Schitzgleichungen auf und wird
darum als dissimilarity parameter bezeichnet (Heiss 2002, S. 233).

P :\ll'corr[gjk’gjl]

Ist die Korrelation von g und ¢; gleich Null und sind die Gleichungen innerhalb
der jeweiligen Oberkategorie damit unabhéngig voneinander, nimmt p; den Wert
Eins an. In unserem Fall wiirde sich das Nested-Logit Modell bei p~=1 auf ein
Mixed-Logit Modell reduzieren.

In der formalen Darstellung des Nested-Logit Modells sind Subskripte wich-
tig: fiir p; im ersten Teil der Gleichung wirken die Pridiktoren auf die Auswahl
aus einem Satz von J Oberkategorien. Fiir p; |, im zweiten Teil wirken die Pri-
diktoren auf die Auswahl einer Alternative k innerhalb der Oberkategorie j. Da-
bei ist zu beachten, dass ein Pradiktor nicht gleichzeitig sowohl auf die Wahl
zwischen den Oberkategorien als auch auf die Wahl zwischen den Alternativen
innerhalb einer Oberkategorie modelliert werden kann.

Wie sieht die Anwendung des Nested-Logit Modells praktisch aus? Nach
dem Einlesen der Datei muss Stata mit dem nlogitgen Befehl die hierarchi-
sche Struktur des Entscheidungsbaumes mitgeteilt werden (alternative()).
Daraufthin wird die neue Variable type generiert, die die beiden Werte netz
und inst annimmt — je nachdem, welcher Obergruppe (d.h. type) wir die Al-
ternative zugewiesen haben. Zur Obergruppe netz gehdren die Alternativen
initiativ, Eltern, Bekannte und Kollegen. Zur Obergruppe inst gehdren der
Betrieb, das Arbeitsamt oder eine Zeitungsannonce. Der Befehl nlogittree
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erzeugt eine tabellarische Darstellung der Entscheidungshierarchie mit den dazu-
gehorigen Haufigkeiten, wie in Tabelle 32 dargestellt. Fiir die Modellschédtzung
selbst ist der Befehl nicht relevant, aber man sollte diese Mdglichkeit der Kon-
trolle unbedingt nutzen, um Fehler auszuschlieBen. Die eigentliche abhéngige
Variable in dem mit dem Befehl nlogit spezifizierten Modell ist der bindre
Indikator allok (0/1), der anzeigt, ob die jeweilige Alternative innerhalb der
Person (Daten sind im long format) gewéhlt wurde.

use S$pfad/asc_mixlogit.dta, clear
nlogitgen type = alternative (netz: initiativ | eltern | ///
bekannte | kollegen, inst: betrieb | annonce | arbeitsamt)
nlogittree alternative type, choice(allok)

/*Modell A)*/
nlogit allok cost || type: , base(netz) || alternative: ///
alter studium, case(ID) notree diff

/*Modell B)*/
nlogit allok cost || type: frau, base(netz) || ///
alternative: alter studium, case(ID) notree diff

In unserem Fall basiert die Schitzung auf 2074 Beobachtungen — multipliziert
mit sieben Alternativen ergibt das 14518 Zeilen. In den Daten enthalten sind
insgesamt 2074 Wahlentscheidungen, weil jeder der Jobs iiber einen der mogli-
chen Wege gefunden wurde (Tabelle 32).

Tabelle 32: Entscheidungshierarchie und Wahlhdufigkeiten der Alternativen

type N alternative N k

eltern 2074 221
bekannte 2074 297
kollegen 2074 304
inst 6222 —E betrieb 2074 469

netz 8296 —E initiativ = 2074 282

annonce 2074 339
arbeitsamt 2074 162

total 14518 2074

Die Schitzung des Modells 4 bendtigt 103 Iterationen, was bei Nested-Logit
Modellen nicht uniiblich ist. So benétigt auch das Beispielmodell bei Cameron
und Trivedi mehr als 50 Iterationen (Cameron und Trivedi 2009, S. 500). Aus
Griinden der Schéitzbarkeit enthdlt das Nested-Logit Modell in Tabelle 33 im
Vergleich zu dem Mixed-Logit Modell in Tabelle 31 nur die erkldrenden Variab-
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len alter und studium auf Personenebene und wiederum die Kosten auf der
Ebene der Alternativen.

Im Vergleich zur Basiskategorie einer Initiativbewerbung sind Altere signifi-
kant weniger dazu geneigt, direkt iiber den Betrieb von dem Jobangebot zu er-
fahren. Anders verhilt es sich mit den Hochschulabsolventen, die wiederum
signifikant stdrker als Lehrabsolventen ihre Jobangebote direkt vom Betrieb
erhalten. In der oben dargestellten Syntax fiir Modell 4 wurde bei dem Unterbe-
fehl type: , keine Pradiktorvariable spezifiziert, die sich auf die Entscheidung
iiber die Oberkategorie auswirkt. Daher stellt diese Variante des Nested-Logit
Modells lediglich eine Generalisierung des Mixed-Logit Modells dar, und zwar
fiir den Fall, dass die IIA-Annahme nicht erfiillt ist — wie ja auch aufgrund von
t#1 festgestellt wird (vgl. unten).

Tabelle 33: Wahl eines Allokationsweges, Nested-Logit Modell (Basiskategorie:
Initiativbewerbung), Modell A)

Netzwerk Institution
Kolleg.  Eltern Bek. Betriecb Annonce A.amt
Alter -0.213+ 0.145 -0.121 -0.233* 0.040 0.164
Studium (vs. Lehre) 0.704 1.494 1.910+ 1.913*  0.669 -2.313
Constant 4717+  -4.546+ 1.804 -0.503 -8.010* -12.423*
Kosten 0.312+ 1 (netz) =-2.211%* T, (inst) = 2.636+
Observations 14476

Fp<.L,*p<.05 * p< .01, **p< 00l
LR test for IIA (tau = 1): chi2(2)= 9.77 Prob > chi2 =0.0076

Im Gegensatz zum Mixed-Logit Modell erhalten wir beim Nested-Logit Modell
zwei Tests auf Giiltigkeit der Annahme der Unabhingigkeit der Gleichungen
innerhalb der Obergruppe. Zundchst ist aber der Hinweis wichtig, dass der ge-
schiitzte Parameter 1; identisch ist mit dem p; in der obigen Darstellung, d.h dies
ist der dissimilarity parameter. Es handelt sich also nur um unterschiedliche
Notationen, aber Stata verwendet in der Ausgabe ;. Ist der jeweilige Wert von
T gleich Eins, kann innerhalb der Obergruppen auch ein Mixed-Logit Modell
geschitzt werden. Innerhalb der beiden Obergruppen Netzwerk und Institution
stellen wir jedoch signifikante Abweichungen von 1=1 fest (Netzwerk: -2,211%;
Institution: 2,636"), wenngleich die Abweichung innerhalb der Obergruppe Insti-
tution nur auf dem 10% Niveau signifikant ist. Stata gibt zudem einen Like-
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lihood-Ratio Test aus, der simultan die Nullhypothesen t,=t,=1 priift. In diesem
Fall verwirft auch dieser Test die Nullhypothese (y’(df=2)=9,77*%), was bedeu-
tet, dass das Nested-Logit Modell mit seinem hierarchischen Entscheidungsbaum
gegeniiber dem Mixed-Logit Modell das angemessenere Verfahren darstellt. Wie
oben jedoch bereits erwdhnt, wurden keine erkldrenden Variablen auf die Wahl
zwischen den Oberkategorien Netzwerk und Institution geschétzt.

Tabelle 34 enthilt die Ergebnisse des Modells B (siehe die Syntax oben), bei
dem durch den Unterbefehl type: frau, die Variable frau zur Erkldrung der
Wahl zwischen den Oberkategorien herangezogen wurde. Tatséchlich hat sie
einen signifikanten Einfluss in dem Sinne, dass Frauen eher Institutionen anstelle
von Netzwerken nutzen als Méanner. Ansonsten sind die geschétzten Koeffizien-
ten recht dhnlich. Mit dieser Spezifikation haben wir ein einfaches Modell, bei
dem der Entscheidungsbaum auch empirisch iiber eine Art Mehrebenenmodell
abgebildet wird: Wir haben eine Schitzgleichung fiir die Ebene der Oberkatego-
rien und eine fiir die Ebene der Alternativen innerhalb der Kategorien. Allerdings
kann im Nested-Logit Modell eine erkldrende Variable nicht gleichzeitig fiir
beide Ebenen modelliert werden.

Tabelle 34: Wahl eines Allokationsweges, Nested-Logit Modell (Basiskategorie:
Initiativbewerbung), Modell B)

Netzwerk i Institution

Frau 0 (base) 0.180°

Kolleg.  Eltern Bek. Betrieb Annonce A.amt
Alter -0212"  0.146 -0.120 -0.204"  0.032 0.139
Studium (vs. Lehre) 0.692 1.491 1.901" 1.710°  0.644 -1.935
Constant 4.698°  -4.573"  1.778 -0.957  -7.5417  -11.429
Kosten 0.310" 1 (netz) =-2.213% T, (inst) = 2.293+
Observations 14476

+p<.l,*p<.05, **p<.01, ¥*** p<.001
LR test for IIA (tau = 1): chi2(2)=  9.12 Prob > chi2 = 0.0105

Die Ergebnisse bzw. deren Interpretierbarkeit hingt davon ab, ob der Entschei-
dungsbaum in theoretisch sinnvoller Weise konstruiert wurde. Wenn die ent-
scheidungstheoretischen Voraussetzungen der Schitzung des Nested-Logit Mo-
dells korrekt und insofern sinnvoll sind, dass auch die untersuchten Personen
diesem Entscheidungsweg tatsdchlich folgen, ist dieses Modell eine sehr hilfrei-
che Bereicherung fiir die Entscheidungsforschung. Die enge Bezichung dieses
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Modells zur Entscheidungstheorie wird auch in der 6konometrischen Literatur
deutlich: In der random utility maximization theory (RUM) (Heiss 2002) geht
man davon aus, dass Entscheider jene Alternative wihlen, von der sie sich den
hochsten Nutzen versprechen. Weil man als Forscher nicht iiber alle nutzenrele-
vanten Aspekte der Alternativen informiert ist, die ein Entscheider bei der Ab-
wigung in Betracht zieht, wird der Nutzen Uy einer Alternative j fiir eine Person
i in einen deterministischen Teil V; und einen stochastischen Teil e; zerlegt. Im
konditionalen Logit Modell ist die Entscheidung durch die Nutzendifferenzen V;
— Vi zwischen den Alternativen gesteuert (Heiss 2002). Die Anwendung des
konditionalen Logit Modells (und des Mixed-Logit Modells) basiert auf Annah-
men Uber das Verhalten der Fehlerterme: sind diese nicht miteinander korreliert,
konnen Einflussfaktoren x auf den deterministischen Teil unter Annahme zufél-
liger Fehler geschétzt werden. Sind die unbekannten Eigenschaften der Alterna-
tiven jedoch voneinander abhingig, entsteht eine Korrelation der Fehler, aus der,
wie oben gezeigt, innerhalb einer jeden Oberkategorie der dissimilarity parame-
ter geschitzt werden kann. Unter Kontrolle der Korrelation kdnnen dann die
Einflussfaktoren auf die Wahl der Alternative geschétzt werden.

9.4 Multivariates Probit-Modell

Das multinomiale Probit-Modell entspricht dem multinomialen Logit-Modell,
nur mit dem Unterschied, dass es auf der Probit-Linkfunktion (d.h. der Normal-
verteilung) basiert. Dieses Modell wird mit dem Befehl mprobit geschétzt. Von
dem multinomialen Probit-Modell zu unterscheiden ist das multivariate Probit-
Modell, welches iiber den Befehl mvprobit angefordert wird. Dieser Befehl ist
allerdings wieder nur als ado verfiigbar und muss zuvor installiert werden (£in-
dit mvprobit). Der zentrale Unterschied besteht darin, dass im multivariaten
Probit-Modell die Alternativen sich nicht wechselseitig ausschlieBen. Somit
handelt es sich um eine Generalisierung des bivariaten Probit-Modells (vgl. Ka-
pitel 4). In unserem Datensatz wurden die Allokationswege eigentlich als Mehr-
fachnennungen erfragt, d.h. eine Person konnte sowohl z.B. Netzwerk als auch
initiativ angeben. Fiir das multinomiale Logit-Modell wurde extra eine Variable
generiert, bei der, einer theoretisch begriindeten Systematik folgend, sich wech-
selseitig ausschlieBende Kategorien gebildet wurden. Bei der folgenden Beispiel-
schitzung des multivariaten Probit-Modells wurden dagegen die Mehrfachnen-
nungen ausgeschopft, jedoch die Anzahl der Kategorien etwas reduziert.
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use S$pfad/mlogit.dta, clear

mvprobit ///
(inf_betrieb=1fx kohorte2 kohorte3 alter frau studium) ///
(inf_kollegen=1fx kohorte2 kohorte3 alter frau studium) ///
(inf_bekannte=1fx kohorte2 kohorte3 alter frau studium) ///
(inf_annonce=1fx kohorte2 kohorte3 alter frau studium) ///
(inf_initiativ=1fx kohorte2 kohorte3 alter ///
frau studium), vce(cluster fb_nr4l)

Tabelle 35: Allokationswege in die aktuelle Arbeitsstellte, multivariates Probit,

Betrieb Frilhere = Bekannte Annonce Initiativ
Kollegen
Berufserfahrung -0.003 0.009™"  0.002 0.005"  -0.001

Abschlusskohorte 1990 -0.203"  0.253" 0.060 0437 0.244"
Abschlusskohorte 1995 -0.312"  0.580""  0.142 0.720™"  0.492™"

alter -0.007 -0.023 0.001 0.024 0.013
Frau (=1) -0.034 -0.157"  -0.087 0.143"  0.094
Studium (=1) -0.157 0.380"  -0.135 -0.237°  0.127
Constant -0.211 212077 -1.076™ 2,142 -1.714™
Observations 2362

Tp<.1, p<.05 " p<.01,”" p<.001, korrigierte Standardfehler

Weil es sich um Probit-Koeffizienten handelt, sollte sich die Interpretation der
Effekte in Tabelle 35 auf die Signifikanz und Vorzeichen beschrinken. Dann
erfolgt die Interpretation analog zu der des bivariaten Probit-Modells. Anders als
im multinomialen Logit-Modell haben wir aber keine Basiskategorie, gegeniiber
der die Effekte fiir eine Alternative jeweils zu interpretieren sind.

1
-.070+ 1
-.283% -119* 1
-.385% -282* -.104* 1
-.293%  -173* -.071+ -.142* 1

Zu dem Modell gehort die obige Korrelationsmatrix der Residuen. Dabei werden
ne(n-1)/2 Korrelationen geschitzt, weil jede Gleichung mit jeder anderen iiber
die Korrelation der Residuen verbunden sein kann. Die insgesamt substanziellen
und signifikanten Korrelationen deuten eindeutig darauf hin, dass die Allokati-
onswege nicht unabhingig voneinander sind.



10 Abgeschnittene, zensierte und selektive Daten:
Tobit-Regression und Heckman-Modell

Die in diesem Kapitel dargestellten Regressionsmodelle wurden fiir die Analyse
von abhdngigen Variablen entwickelt, deren Verteilung nicht vollstindig beo-
bachtet wurde. Die abhéngigen Variablen sind ,,beschrankt®, weshalb man sie im
angelsdchsischen Kontext als ,/imited dependent variable models* bezeichnet.
Diese Bezeichnung wird in der Literatur allerdings auch in Verbindung mit der
Ereignisanalyse verwendet (Veerbek 2008, S. 257; Kennedy 2008, S. 267), bei
der die Verweildauer aufgrund der Rechtszensierungen ebenfalls nicht fiir alle
Untersuchungssubjekte vollstdndig beobachtet werden kann. Greene unterschei-
det in diesem Zusammenhang zwischen ,,sample selection problem* und ,,dura-
tion models* (Greene 2000, S. 896). Letztere haben wir in Kapitel 6 im Rahmen
der Ereignisanalyse behandelt, so dass im Folgenden vor allem das sample selec-
tion Problem im Mittelpunkt steht. Bei den hier interessierenden Beschriankun-
gen geht es nicht ausschlieBlich darum, dass bereits im Prozess der Datenerhe-
bung bestimmte Informationen nicht erfasst wurden. Es geht auch um grundle-
gende Fragen der Konstruktion eines Forschungsdesigns, bei dem bestimmte
Zustinde der Untersuchungseinheiten die Messung der interessierenden abhén-
gigen Variablen aus logischen Griinden nicht ermoglichen.

Wiirde man Daten, bei denen fiir eine Teilmenge die abhidngige Variable
nicht beobachtbar ist, mittels OLS-Regression auswerten und damit eine voll-
stdndig beobachtete Verteilung der abhéngigen Variablen unterstellen, wéren die
Schétzungen verzerrt. Auf den ersten Blick handelt es sich um defizitire Eigen-
schaften der Daten. Doch bei ndherer Betrachtung wird deutlich, dass die Starke
der limited dependent variable Modelle nicht allein in der Behandlung von Ver-
sdumnissen der Datenerhebung liegt, sondern auch — insbesondere im Falle der
»selektiven Stichproben™ — in der Analyse spezifischer sozialer Prozesse oder
Ereignisse. Grundsétzlich ist es moglich, dass soziale Prozesse Zustinde oder
Ereignisse herbeifiihren, die iiber die Beobachtbarkeit der abhéngigen Variablen
y entscheiden, und zwar unabhdngig von Problemen der Stichprobenziehung
bzw. der Datenerhebung: Untersucht man bspw. den Einfluss der Bildung auf
das Erwerbseinkommen von Frauen, liegen hohe Nichterwerbstitigkeitsquoten
bei gering gebildeten Frauen vor — fiir die y darum nicht beobachtet wird. Unter
diesen Umsténden besteht die Herausforderung der kausalen Modellierung von
Effekten von x auf y darin, auch jenen Prozess zu modellieren, der dazu fiihrt,
dass y bei einer Untersuchungseinheit beobachtet werden kann oder nicht.

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2 10, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Abbildung 44: “von unten” abgeschnittene und zensierte Verteilung

abgeschnitten zensiert
T T
>z y*

Um uns die besonderen Eigenschaften dieser Daten zu erschliefen, wollen wir
uns zunéchst eine wichtige Unterscheidung genauer ansehen, ndmlich die zwi-
schen abgeschnittenen (auch: ,,gestutzten®) und zensierten Daten (Long 1997, S.
192; Crown 1998, S. 136; Cameron und Trivedi 2005, S. 532; Maddala 1983, S.
149f). Abgeschnitten (engl. truncated) sind Daten, wenn ein Fall in der Grund-
gesamtheit bei der abhidngigen Variablen einen Schwellenwert von 7 {iber- oder
unterschreitet. Er wird darum nicht in die Stichprobe gezogen und generiert auch
keinerlei Information. Haufig sind Daten durch die spezifische Konstruktion des
Forschungsdesigns abgeschnitten, etwa wenn man den Einfluss des soziokono-
mischen Status (SES) der Eltern auf die Examensnote von Studierenden unter-
sucht, dabei aber alle jene, die das Examen nicht bestehen, im Samplingprozess
nicht erfasst. Sind die Daten in dieser Weise abgeschnitten, liegen fiir die be-
troffenen Fille weder Informationen iiber die Examensnote (y) noch iiber die
unabhédngigen Variablen x (z.B. SES) vor. Dabei kann ein Fall entweder von
unten (Wert von y ist nicht grofl genug, um Schwellenwert z; zu iiberschreiten),
von oben (Wert von y ist zu gro3 und liegt oberhalb des Schwellenwertes 7,) oder
an beiden Enden der Verteilung abgeschnitten sein. Bei dieser Art von Daten
handelt es sich um ein Problem der Datenerhebung. Abgeschnittene Daten sind
grundsétzlich problematisch und auch die im Folgenden behandelten Regressi-
onsmodelle konnen das Defizit dieser Daten nicht mildern.

Glinstiger ist die Situation, wenn die Daten nur zensiert sind (engl. censored).
Zensierungen kennen wir bereits aus der Ereignisanalyse: man weil}, dass ein
Fall bei der abhédngigen Variablen y den Schwellenwert 7 tiberschritten hat, kennt
aber nicht den exakten Wert. Immerhin weill man, dass ein rechtszensierter Wert
den Schwellenwert 7 noch erreicht. Diese Information kann und muss man nut-
zen; bei zensierten Féllen sind auch die Werte der Pradiktorvariablen x bekannt.
Ein Modell fiir zensierte abhdngige Variablen ist die so genannte Tobit-
Regression, bei der die abhéingige Variable zwar zensiert ist, aber keine Verweil-
dauer darstellt. Anders als bei der Ereignisanalyse variieren bei der (einfachen)
Tobit-Regression die Schwellen 7 auch nicht zwischen den Untersuchungseinhei-



Tobit-Regression und Heckman-Modell 257

ten, sondern 7 ist eine Konstante. Ein Beispiel ist die Beitragsbemessungsgrenze
der Sozialversicherungsdaten: Beschiftige, die ein bestimmtes Erwerbseinkom-
men iberschreiten, zahlen einen festen Hochstbetrag in die Sozialversicherung
ein. Fir jenen Teil ihres Einkommens, der oberhalb dieser Grenze liegt, wird
kein Beitrag mehr fiir die Sozialversicherung erhoben. Rechnet man Einkom-
mensregressionen mit Daten der IAB-Beschiftigtenstichprobe (Bender und Haas
2002), in der die Einkommensinformation aus der Meldung zur Sozialversiche-
rung generiert wird, sind die Daten von oben zensiert, und zwar an der Stelle der
jeweils geltenden Beitragsbemessungsgrenze. Die Schétzung einer einfachen
OLS-Regression, welche die Zensierung der abhingigen Variablen nicht beriick-
sichtigt und die zensierten Fille einfach ausschlie3t, wiirde zu verzerrten Koeffi-
zienten fiihren (siehe unten).

Eine selektive Stichprobe (sample selection) liegt vor, wenn die Beobacht-
barkeit der abhéngigen Variablen y; der Person i davon abhingig ist, welcher
Wert bei einer anderen Variablen z; vorliegt. Somit ist ein Zustand, der aus einem
Prozess A resultiert, entscheidend dafiir, ob man das Resultat eines Prozesses B,
namlich den Wert der eigentlich interessierenden abhédngigen Variablen, be-
obachten kann. So kann man das Erwerbseinkommen y nur messen (Prozess B
fiihrt zum Zustand ,,Einkommensniveau), wenn die Person i auch tatséchlich
erwerbstétig ist (Prozess 4 filhrt zum Zustand ,,Erwerbstitigkeit™). Oder: Man
kann sowohl die finanziellen Aufwendungen eines Haushaltes fiir Kleinkinder
als auch die Zufriedenheit mit der Kinderbetreuungssituation nur fiir jene Haus-
halte messen, die auch Kinder haben.

Fiir das Verstdndnis der Regressionsmodelle fiir diese beiden besonderen Fal-
le, ndmlich zensierte Daten und selektive Stichproben, ist die Kenntnis des ma-
thematischen Hintergrunds der so genannten abgeschnittenen Normalverteilung
hilfreich (Long 1997, S. 193).

Beginnen wir mit einer Beschreibung der abgeschnittenen Normalverteilung,
die an die Darstellung von Long (1997, Kap. 7.2) angelehnt ist. Die Dichtefunk-

tion der Normalverteilung wird im Folgenden als ¢ (phi) bezeichnet, die kumu-
lative Dichtefunktion als @ (Phi). Beides kennen wir bereits aus der Darstellung

der bindren logistischen Regression, wo (kurz) das Probit-Modell beschrieben
wurde. Die abhingige Variable y* ist latent, also nicht beobachtbar.

1

#0%) = (0 u=0.0=)=—p—eexp(-*F/2) = Dichtefunktion

| . . .
D(O¥)= F(y*| u=0,6=1) = J[m o exp(-[*T /2)) = kumulative Dichtefunktion

i
)
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Jede Normalverteilung kann als Standardnormalverteilung ausgedriickt werden,
indem die Elemente durch o, also durch die Standardabweichung der jeweils
interessierenden Variablen, dividiert werden. Die Dichtefunktion ist dann

NS DU B B (S A I W ]
f(y\ﬂ,(f)—a Ny eXp[ 2( - H—Ojﬁ( - j

Hier ist y* wegen (y*— u)/o schon z-standardisiert, d.h. der jeweilige Messwert
y* wird vom Mittelwert u subtrahiert und dies wird durch die Standardabwei-
chung dividiert.

Wir konnen iiber die kumulative Dichtefunktion fir die Werte von (y*— w)/o
Wahrscheinlichkeiten angeben. So betrachten wir die Wahrscheinlichkeit, dass
ein empirisch beobachtbarer Wert Y* kleiner ist als ein Wert der latenten Vari-
ablen y* durch

P(Y*< y¥) = q)(y*_'u]
o

Die kumulative Dichtefunktion kumuliert die Fliache unter der Verteilung bis
(y*~ w)/o auf. Sie wird hier verwendet, um die Wahrscheinlichkeit abzubilden,
dass ein beobachteter Wert Y* nicht oberhalb eines spezifischen Wertes der
latenten Variablen y* liegt, sondern links von 7 in Abbildung 44. Dies fiihrt uns
nachher zur Wahrscheinlichkeit der Nicht-Selektion (vgl. unten). Deren inverse
Wahrscheinlichkeit der Selektion, dass ndmlich der Wert von Y* oberhalb von y*
liegt und sich damit im Bereich rechts von 7 befindet:

P(Y*>y*)=1—<1>(y*_ﬂ]

(o3
_ ¥
S
o

In diesem Fall interessiert z.B. die Wahrscheinlichkeit, die in der obigen Abbil-
dung 44 durch die nicht schraffierte Fliche unterhalb der Dichtefunktion der
Normalverteilung dargestellt ist. Von der Gesamtflédche (=100% bzw. 1) wird der
schraffierte Teil von -oo bis (y*— @)/ (in Abbildung 44 wire das die Schwelle 1)
subtrahiert, so dass der nicht schraffierte Teil {ibrig bleibt.
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Aus der Symmetrie der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung ergibt sich,
dass die Dichte fiir den Wert y gleich der Dichte fiir den Wert —y ist. So ist die
Dichte fiir den Wert +1,96 dieselbe wie fiir den Wert —1,96, beide haben dieselbe
Auftretenshiufigkeit.

d(»)=9(=y)

Dies gilt jedoch nicht fiir die kumulative Dichtefunktion, die die Flache unter der
Dichtefunktion abbildet. So betrdgt der Flachenanteil unter der Dichtefunktion
2,5%, wenn wir einen Wert von —1,96 der Dichtefunktion betrachten. Die Flache
bei +1,96 betragt 97,5%, also 100-2,5. Daher gilt fiir die Flache unter der Kurve
der Dichtefunktion, also fiir die Wahrscheinlichkeit:

O(y)=1-D(-y)

Betrachten wir die standardisierte abhidngige Variable y*. Nehmen wir wieder
die Dichtefunktion der Verteilung und nutzen die Gleichungg@(y)=¢(-y).

Daraus erhalten wir:

" S S B | y*-uY
S \ﬂ,U)—O_ > em[ 2( - H
:1¢[3’*_/‘J:1¢(/1_y*]

(o2 (o2 (o2 (e

Ubertragen auf Abbildung 44 (S. 256) formulieren wir nun entweder die Wahr-
scheinlichkeit, dass Y* oberhalb der Schwelle 1 liegt und damit auch unmittelbar
beobachtet werden kann (Wahrscheinlichkeit der Selektion),

P(Y*>7)=1- @(H‘j - @(‘H)
o

(o2

oder die Wahrscheinlichkeit, dass Y* unterhalb der Schwelle t liegt und daher
nicht beobachtet werden kann (Wahrscheinlichkeit der Nicht-Selektion).

P(Y*gr):@("”j:1—@(—“”}:1—@[”")
o o o
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Nehmen wir die Wahrscheinlichkeit der Selektion: Um die Verteilung fiir die
unten abgeschnittene Dichtefunktion zu erhalten, dividiert man die Dichtefunkti-
on f{y*u,0) durch die Flache der Region rechts von 1, d.h. die Flache jener Re-
gion, in der die abhdngige Variable y beobachtet wurde (vgl. Abbildung 44).
Diese Flache représentiert die Region oberhalb Schwelle 1. Sie ist die Wahr-
scheinlichkeit von Y*> 1, dass also der beobachtete Wert Y* grofler als der
Schwellenwert der Selektion in die Beobachtbarkeit ist.

JSO* u,0)

Sly>ru0)= Pr*>1)

Eingesetzt in die obige Gleichung ergibt sich daraus

1¢(y*—#j 1¢(#—y*j
fly>numo)=2 o J_O o
1—(13[1_#] (D[Hj

o (o)

Dabei ist (u - 7)/o die Anzahl der Standardabweichungen, die der Mittelwert p
entweder ober- oder unterhalb des Schwellenwertes t liegt, an dem die Vertei-
lung abgeschnitten ist (Long 1997, S. 194).

Diese Uberlegung fiihrt zum Konzept des Inversen Mills Ratios: Die Dichte-
verteilung f{y*|u,0) der latenten Variablen y* wird konditioniert auf die Be-
obachtbarkeit von y, wobei die Beobachtbarkeit von y durch die Wahrscheinlich-
keit beschrieben wird, dass Y* oberhalb der Schwelle zur Zensierung liegt [P(Y*
> 7)]. Die Konditionierung erzwingt, dass die Summe der Gesamtfliche unter
der abgeschnittenen Verteilung fiir die beobachteten Werte Y* aus der Verteilung
von y* 100% bzw. 1 betrigt.

Betrachten wir noch einmal die abgeschnittene Verteilung in Abbildung 44:
Hier liegen tiberhaupt nur Daten vor, wenn y* den Schwellenwert 7 iiberschritten
hat. Die abgeschnittene Verteilung f{y) ergibt sich daraus, dass sich die latente
Variable y* nur iiber den Bereich rechts von 7 verteilt, sie also nur unter der
Bedingung y | y > 7 beobachtet wird. Eine bedingte Wahrscheinlichkeit definiert
man dadurch, dass die Wahrscheinlichkeit eines interessierenden Ereignisses
durch die Wahrscheinlichkeit des Vorliegens der Bedingung dividiert wird (Ka-
pitel 6). Die mathematische Logik des inversen Mills Ratio ¢ /(1— ®) ist analog

zum Konzept der Hazardrate zu sehen (Briiderl 2000, S. 620): ebenso, wie sich
die Hazardrate aus dem Quotienten von Dichtefunktion der Ereignisverteilung
iiber die Zeit ( f{t) ) im Zahler und 1 minus deren kumulativer Dichtefunktion (
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1-F(£)=G(¢) ) im Nenner ergibt (vgl. Kapitel 6), wird beim inversen Mills Ratio
die Dichtefunktion von y* durch die inverse kumulative Dichtefunktion — als
Wabhrscheinlichkeit der Beobachtbarkeit von Y* — dividiert. Bei der Hazardrate
wird die momentane Ereigniswahrscheinlichkeit f{f) ebenfalls konditioniert,
nimlich auf G(¢), das Uberleben bis ¢. Dabei konnen allerdings die vielen unter-
schiedlichen Formulierungen mitunter sehr verwirrend sein (Wiggins 2011). Je
nach Formulierung bringt der Inverse Mills Ratio die Hazardrate entweder der
Selektion oder der Nicht-Selektion in die Untersuchungsstichprobe zum Aus-
druck.

10.1 Tobit-Regression

Den Inversen Mills Ratio, der die Verteilung von y* auf den beobachteten Be-
reich konditioniert, bendtigen wir als Korrekturterm in der so genannten Tobit-
Regression. Das Tobit-Modell ist ein Regressionsverfahren, bei dem die eigent-
lich stetig normal verteilte abhéngige Variable entweder erst ab oder nur bis zu
einem bestimmten Schwellenwert beobachtet werden konnte. Beginnen wir mit
dem einfachen Tobit-Modell, bei dem die Verteilung der abhingigen Variablen
,»von unten® zensiert ist. Fiir die grundlegende Logik des Modells ist die Stelle
der Zensierung allerdings unerheblich. Zudem kann die Verteilung auch gleich-
zeitig von oben und von unten zensiert sein. In diesem Fall spricht man von
einem two-limit Tobit-Modell.

Das Tobit-Modell (,,Tobin’s Probit®, vgl. Breen 1996, S. 11) geht auf einen
wegweisenden Aufsatz zuriick, in dem James Tobin Ende der 1950er Jahre das
Konsumverhalten von Haushalten untersuchte. In seiner Studie stellte die abhén-
gige Variable den Anteil des Einkommens dar, der fiir dauerhafte Konsumgiiter
ausgegeben wurde. In seiner Stichprobe von 735 Haushalten waren 183 Haushal-
te an der Stelle y=0 zensiert, weil sie keine dauerhaften Gliter anschafften, d.h.
sie waren ,,von unten® zensiert (Breen 1996, S. 6). Schlieft man diese zensierten
Félle einfach aus der Analyse aus, wére die Schiatzung der Koeffizienten  von x
(z.B. Alter) auf y verzerrt. Die Grafik veranschaulicht die durch Zensierung be-
dingte Verzerrung des Schitzers. Wie in Tobins Studie ist die Verteilung von y
»von unten“ zensiert. In unserem Beispiel (Abbildung 45) sind Werte von y <
400 zensiert. Zum Zwecke der Darstellung wurden diese Werte absichtlich als
fehlend definiert. Die ,,wahre* Regressionsgerade (die schmale Schitzgerade, die
sich aus der Analyse des unzensierten Samples ergédbe) ist etwas steiler als die
breite Schitzgerade, die wir auf Basis des zensierten Samples ermitteln. Schitzen
wir ein OLS-Modell nur unter Verwendung der zensierten Daten, wire der posi-
tive Regressionskoeffizient unterschitzt.



262 Tobit-Regression und Heckman-Modell

Abbildung 45: Verzerrter OLS-Regressionskoeffizient bei Zensierung
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Wire die Verteilung von y ,,von oben® zensiert, z.B. beim Wert y=600, wire der
positive Regressionskoeffizient ebenfalls unterschétzt. Die Zensierung der Daten
fiihrt also in beiden Fillen zu einem Bias des Regressionskoeffizienten zur Hori-
zontalen und damit zu einer Unterschitzung der Stiarke der Zusammenhinge. Es
sind aber auch Szenarien méglich, in denen die Zensierung zu einer Uberschit-
zung der Koeffizienten fiihrt (Briiderl 2000, S. 618).

Nehmen wir an, der Schwellenwert der Beobachtbarkeit von y; ist 0. Der Se-
lektionsprozess, der in den Zustand der Beobachtbarkeit von y; fiihrt, ldsst sich
ausdriicken durch:

y; >0

Weil y; > 0 von mehreren Faktoren abhéngt, sagen wir es durch eine Regression
vorher. Es gilt y; = x’p + u;, weshalb wir schreiben:

xB+u, >0 bzw. u, >-xp.

Somit entspricht die Wahrscheinlichkeit von y; > 0 der Wahrscheinlichkeit, dass
der Fehlerterm u; oberhalb von —x’f liegt (Breen 1996, S. 14). Dies entspricht
dem klassischen Signifikanztest, bei dem die Flichenanteile unter der Standard-



Tobit-Regression und Heckman-Modell 263

normalverteilung die Wahrscheinlichkeit anzeigen, dass eine z-standardisierte
und normal verteilte Zufallsvariable bei oder unterhalb eines Schwellenwertes z
liegt (z.B. steht die Flache links vom Wert von +1,96 unter der Standardnormal-
verteilung fiir eine Flache von 97,5%). Wir fragen in unserem Fall aber nach der
Wabhrscheinlichkeit, dass u; grofer ist als z und damit oberhalb von z liegt (wobei
z;=-x"P).

Folgen wir nun der Darstellung von Long (1998), der ebenfalls die Situation
einer Zensierung von unten beschreibt: Der Wert von u als Mittelwert (siche
oben) ist konditional x und wird empirisch durch x’p geschitzt (u=x’p). Die
Dichtefunktion der standardisierten zensierten Variablen bildeten wir durch den
Abstand des Mittelwertes 4 von der Zensierungsschwelle 7 ab, d.h. (u - 7)/0. Den
Quotienten aus Dichtefunktion und kumulativer Dichtefunktion stellen wir durch
den Term A dar (Breen 1996, S. 14; Long 1997, S. 198; Briiderl 2000, S. 620):

$x'B-1)0) _,
D,(x'p-1)/0) '

Der Term A steht wieder flir den Inversen Mills Ratio, der abhingig ist von x’f
und daher fiir jede Beobachtung des Analysesamples spezifisch berechnet wird.
Setzen wir ¢, fiir (x’B—7)/c, dann lasst sich A; vereinfachend darstellen als

;=80
®,(3)

Dann ergibt sich der bedingte Erwartungswert von u; aus

Eu, |4, > X)) = acﬁ((‘?) —02,(5)

Weil wir davon ausgehen, dass der Erwartungswert des Fehlers u; gleich 0 ist, ist
der bedingte Erwartungswert E(u;|u;>— x’B) ungleich 0. Da eine einfache OLS-
Regression nicht den bedingten Erwartungswert beriicksichtigt, ist die OLS-
Schétzung verzerrt. Anders als das einfache OLS-Modell wird bei der Tobit-
Regression der Prozess der Selektion in den Zustand der Beobachtbarkeit be-
riicksichtigt, indem mit dem inversen Mills Ratio die Hazardrate fiir y > 0 model-
liert wird. Das Tobit-Modell hat folgende Form:
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E(yt ‘yi >0)= X;B+O-)“i(5i)

o B0)
,(5)

Cpeo B
O, (x'p-1)

Im Tobit-Modell wird der Term x’f fiir &; durch ein Probit-Modell geschitzt, aus
dem sich iiber den Probit-Wert die Hazardrate fiir y > 0, d.h. die Hazardrate in
die Beobachtbarkeit von y*, in Form des inversen Mills Ratio berechnet. Der
Inverse Mills Ratio A wird als erkldrende Variable im Modell beriicksichtigt.
Dabei ist 6 der zugehdrige Regressionskoeffizient, der die Stirke des Einflusses
der Selektion in die Beobachtbarkeit von y; auf die Werte y; anzeigt.

Das Konzept des inversen Mills Ratio A ist wichtig fiir der Schiatzung von
Regressionsmodellen fiir zensierte Daten im Sinne der Tobit-Regression, aber
ebenso fiir die Korrektur des sample selection bias, die uns weiter unten beschaf-
tigen wird.

In Abbildung 46 sind A und dessen Komponenten fiir die Situation einer Zen-
sierung von unten dargestellt (Cameron und Trivedi 2005, S. 540; Long 1997, S.
195). Der Term (u — 7)/c stellt unsere Zufallsvariable dar, mit der wir y* vorher-
sagen, wobei gilt: 4=x’p. Der Term (u — 7)/c gibt an, wie viele Standardabwei-
chungen der Wert u oberhalb oder unterhalb der Schwelle 7 liegt. Ist (u — 7)/c
=1, ist der Mittelwert x eine Standardabweichung grofler als die Zensierungs-
schwelle, bei (u — 7)/c = -2 liegt u zwei Standardabweichungen darunter. Bewegt
man sich von links nach rechts auf der x-Achse, nimmt 7 relativ zu u ab und der
Anteil der zensierten Fille geht zuriick. Je weiter die unabhingigen Variablen x
den Term (u — 7)/c auf der x-Achse nach links bewegen, desto stirker ist die
Zensierung ausgeprigt und die Wahrscheinlichkeit der Beobachtbarkeit nimmt
ab. Je weiter sie ihn nach rechts bewegen, desto geringer wird der Anteil der
zensierten Fille und die Wahrscheinlichkeit der Beobachtbarkeit nimmt zu. Die
dicke, durchgezogene graue Linie stellt die Dichtefunktion der Variable (u — 7)/c
dar, die schwarze Kurve zeigt den s-formigen Verlauf der kumulativen Dichte-
funktion (Wahrscheinlichkeit der Beobachtbarkeit), und die gestrichelte graue
Linie zeigt den Verlauf des Inversen Mills ratios A, der sich aus dem Verhiltnis
beider Funktionen ergibt.
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Abbildung 46: Kumulative Standardnormalverteilung, Dichte und Inverse Mills
Ratio (IMR): ,,censoring from below*
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Weil sich A errechnet aus dem Quotienten von Dichtefunktion und kumulativer
Dichtefunktion der Verteilung von (1 — 7)/c, also aus ¢(5;)/®(9;), wobei J; = (1 —
7)/o, nimmt A in nicht-linearer Weise ab, je geringer die Zensierungswahrschein-
lichkeit ausfillt — und konvergiert gegen Null. In Abbildung 46 ist im linken
Bereich (-2 bis -0,3) die Dichtefunktion ¢(3;) noch groBer als die kumulative
Dichtefunktion ®(5;), danach kehrt sich das Verhiltnis rapide um. In die Regres-
sionsgleichung des Tobit-Modells, die (vgl. oben) folgendermalen aussieht,

E(yi |yi >0)= X;B+G/1i(5i)

wiirden bei viel Zensierung hohe Werte der unabhdngigen Variablen A eingehen,
die als Korrekturvariable wirkt und den Regressionskoeffizienten o aufweist.
Nehmen wir an, der Regressionskoeffizient ¢ ist ungleich 0: Je groBer der Wert
der unabhingigen Variablen in diesem Regressionsmodell ist, desto groBer ist
auch die Korrektur der Schitzung von E(y;|y;>0).

Was passiert, wenn (¢ — 7)/c weiter nach rechts wandert? Die kumulative
Dichtefunktion iibersteigt ihre erste Ableitung (ndmlich die Dichtefunktion),
wodurch der Nenner von A relativ zum Zihler immer groBer wird. Dadurch
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nimmt A stetig ab und geht bei hohen Werten von (¢ — 7)/c gegen Null. Fiir die
Tobit-Regressionsgleichung bedeutet diese Abnahme von A, dass das Problem
der Zensierung immer irrelevanter wird, je weiter u liber die Zensierungsschwel-
le 7hinauswéchst (die Zensierung ist ja in diesem Fall von unten). Dagegen wird
fiir jene Untersuchungseinheiten, die aufgrund ihrer spezifischen Konstellation
der Kovariaten x geringe Werte fiir x’p aufweisen, ein groler Wert fiir A berech-
net (nach der Probit-Regression fiir y > 7).

Zu beachten ist im Tobit-Modell allerdings, dass ein und derselbe Kovaria-
ten- und Koeffizientenvektor x’p sowohl den Probit-Wert als auch den Erwar-
tungswert von y vorhersagt. Erfolgt die Zensierung von unten, nimmt die Chance
auf Beobachtbarkeit von y zu, je groBer x’ ist. Mit steigendem x’p steigt wiede-
rum der bedingte Erwartungswert von y, d.h. E(y;|y;>0). Der Koeffizient ¢ wird
nur als Korrekturterm geschitzt; es ist jedoch nicht moglich, eventuell unter-
schiedliche Logiken beider Prozesse zu modellieren. Es stellt aber ein Problem
fur das Tobit-Modell dar, wenn ein sozialer Mechanismus 4 in den Zustand der
Beobachtbarkeit von y fiihrt, andererseits ein grundlegend anderer Mechanismus
B den Term E(y;|y>0) bedingt, ndmlich die bedingten Erwartungswerte von y
unter der Voraussetzung y beobachten zu kénnen.

Eine restriktive Annahme des Tobit-Modells besteht somit darin, dass ein
und derselbe Mechanismus unterstellt wird, der sowohl auf die Wahrscheinlich-
keit wirkt, iiber die Schwelle 7 zu gelangen (vgl. Abbildung 44, S. 256), als auch
auf die beobachteten Werte von y. Beides wird durch einen identischen Satz an
Pradiktoren x; vorhergesagt. Diese Annahme wird im so genannten Two-Part
Model aufgegeben (Cameron und Trivedi 2005, S. 544). Dieses Modell ist im
Prinzip einfach, es sollte aber nur als Diagnoseverfahren verwendet werden,
welches die Gleichheit beider Prozesse testet: Man schétzt zunichst ein Probit-
Modell, um den Einfluss der erkldrenden Variablen auf die Zensierungswahr-
scheinlichkeit zu modellieren. Dabei gilt d=1 fiir einen Fall mit vollstdndig be-
obachteter abhéngiger Variable y, die in der Regel logarithmiert wird, und d=0
fiir einen Fall, bei den y zensiert ist — in unserem Fall also unterhalb der Zensie-
rungsschwelle liegt. AnschlieBend schitzt man ein OLS-Modell fiir das Sub-
sample mit d=1. Unter der Annahme, dass die beiden Modelle unabhéngig von-
einander sind, lassen sich die beiden Log-Likelihood Werte aufsummieren und
mit dem Wert des analogen Tobit-Modells vergleichen. Sind die Modellanpas-
sungen gemiB A/C und BIC, die die hohere Anzahl der im Two-Part Modell
geschitzten Parameter betrafen, besser, dann ist das ein Hinweis darauf, dass die
Selektion in die Gruppe mit vollstdndiger Beobachtbarkeit von y (d=1) aus einem
anderen Mechanismus resultiert, als die Grofe der beobachteten Werte fiir y
(Cameron und Trivedi 2009, S. 540). Die Interpretation dieses Two-Part Modells
ist einfach: Das Probit-Modell bildet den Selektionsmechanismus ab, das OLS-
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Modell die Einfliisse auf die Werte von y, gegeben y wurde vollstdndig beobach-
tet (d=1).

Je nach Konstellation der Einflussfaktoren ldsst sich daraus z.B. schlieen, ob
eine Variable x auf y allein dadurch wirkt, dass sie den Selektions-, bzw. Zensie-
rungsprozess beeinflusst oder dass sie nur die beobachteten Werte von y be-
stimmt oder beides in gleichem Mafle tut. Im Gegensatz zum Tobit-Modell kon-
nen auch die Vektoren der erkldrenden Variablen x zwischen den beiden Glei-
chungen variieren. Die Logik des Two-Part Modells erinnert an die Schétzung
des Zero-Inflated Count Modells, das wir in Kapitel 7 besprochen haben, sowie
an die so genannten ,Hiirdenmodelle” fiir Zéhldaten (Cameron und Trivedi
2005, S. 680). Somit besteht das Two-Part Modell tatsdchlich aus zwei getrenn-
ten Schitzmodellen: aus einem Probit-Modell zur Vorhersage von d=1, was gilt,
wenn X’ + € > 0, und einem Modell fiir die Parameter der stetigen abhéngigen
Variablen y unter der Bedingung d=1. Dabei werden wie auch beim Zero-
Inflated Count Modell die Parameter beider Modelle im Rahmen der Maximie-
rung einer gemeinsamen Log-Likelihood-Funktion gefunden.

Problematisch ist beim Two-Part Modell die Annahme, dass beide Glei-
chungen als unabhédngig voneinander angenommen werden. Besteht eine starke
Abhéngigkeit beider Prozesse aufgrund von wunbeobachteten Faktoren, die in
dhnlicher Weise sowohl auf die Zensierung und als auch die Werte von y wirken,
sind die Schétzer des Two-Part Modells verzerrt (Cameron und Trivedi 2005, S.
552; Breen 1996, S. 34). Im Gegensatz dazu geht das im nichsten Abschnitt
dargestellte Heckman-Modell fir die Korrektur des sample selection bias nicht
davon aus, dass die beiden Prozesse voneinander unabhédngig sind, sondern inte-
griert die eventuelle Abhédngigkeit beider Gleichungen durch einen besonderen
Parameter (vgl. unten).

use $pfad/censored.dta, clear

regress einkommen mps 1fx frau alter studium befristung ///
oeffdid4l kohorte2 kohorte3 vollzeit if einkommen < 3250
tobit einkom_ mps 1fx frau alter studium befristung ///
oeffdid4l kohorte2 kohorte3 vollzeit, ul (3250)
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Tabelle 36: Einkommensregression, OLS und Tobit im Vergleich

OLS Tobit
Prestige (Wegener) 0.20 0.76"
Berufserfahrung -3.49™ 460"
Frau (=1) -79.68"" -171.01°"
alter -24.90™ -19.14™
Studium (=1) 190.10™" 305.21"
befristet -64.40" -78.00"
offentlicher Dienst 68.04" 74.68"
Abschlusskohorte 1990 -242.42""* -283.24™
Abschlusskohorte 1995 -1015.24™  -1268.19""
vollzeit 29.64 121.83™
Constant 230043 2265.90™"
sigma
Constant 639.20™"
Observations/zensiert 1923/136 2059

Tp<.1, p<.05 " p<.01, p<.001

Tabelle 36 zeigt die Ergebnisse von Einkommensregressionen (in DM) in der
OLS- und in der Tobit-Form. In diesem Fall sind die Einkommensangaben von
oben zensiert bei einem Betrag von DM 3250.-. Oben hatten wir darauf hinge-
wiesen, dass OLS bei zensierten Daten zu einer Unterschitzung der Effekte ten-
dieren kann, was sich insgesamt (wenngleich nicht bei allen Variablen, siche
alter) auch in dieser exemplarischen Analyse andeutet. Mit jedem Punkt auf der
Wegener Prestigeskala steigt das Einkommen signifikant um 0,76 DM im Tobit-
Modell, nicht jedoch im OLS-Modell. Mit jedem weiteren Monat Berufserfah-
rung geht das Einkommen um DM 4,60 (Tobit) bzw. DM 3,49 (OLS) zuriick.
Der Einkommensnachteil der Frauen betrigt DM 79,68 (OLS) vs. DM 171,01
(Tobit), ein Studium bringt gegeniiber einer beruflichen Ausbildung einen Mehr-
verdienst von DM 190,10 (OLS) vs. DM 305,21 (Tobit). Interessant sind die
deutlichen Einkommensverluste insbesondere der jiingsten Abschlusskohorte
1995 im Vergleich zur Referenzkategorie der Kohorte 1985, die also ihren Be-
rufseinstieg noch im Regime der DDR erlebte. Allerdings muss hierbei tatséch-
lich die Selektivitdt des Samples beriicksichtigt werden: Jene, deren in der DDR
erworbener Abschluss nicht verwertbar war, hatten womoglich insgesamt
schlechtere Beschiftigungschancen und hohere Arbeitslosenquoten — sind aber
darum im Analysesample unterrepréasentiert.

Intuitiv und in vielen Féllen auch addquat zur Fragestellung erfolgte hier die
Interpretation des Tobit-Modells unter Bezug auf die latente abhéngige Variable
y*und damit analog zur OLS-Regression — mit dem Unterschied, dass die Schét-
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zung um die Zensierungen korrigiert ist. Es sind aber weitere Differenzierungen
moglich. Bei der McDonald & Moffit Dekomposition (Breen 1996, S. 30) wird
der Effekt von x auf die Verdnderung des Erwartungswertes der beobachteten
Variablen y zerlegt in a) einen Effekt auf y unter der Bedingung, dass y beobach-
tet wurde und in b) einen Effekt auf die Wahrscheinlichkeit, dass y tiberhaupt
beobachtbar ist. Dies ermoglicht eine Einschitzung dariiber, ob eine unabhéngi-
ge Variable x eher dadurch wirkt, dass sie das Uberschreiten der Schwelle zur
Beobachtbarkeit beeinflusst, oder dadurch, dass sie Verdnderungen von y, gege-
ben die Nichtzensierung, bedingt. Beide Effektanteile summieren sich zu 100%,
jedoch konnen die relativen Anteile der jeweiligen Effekte verglichen werden
(vgl. dazu das ado-file ,,dtobit®, das mit findit dtobit installiert werden
kann).

Wie bereits erwidhnt kann dhnlich dem bi- und multivariaten Probit-Modell
eine Korrelation der Fehlerterme iiber beide Gleichungen hinweg modelliert
werden, was dann zu dem in der Okonometrie bekannten Heckman-Modell fithrt.

10.2 Sample Selection Bias: Das Heckman-Modell

Leider werden in der Praxis allzu hiufig das Zustandekommen der empirischen
Daten sowie die Messung der interessierenden Variablen nicht weiter hinterfragt.
Obgleich das Tobit-Modell eine Korrektur fiir jene Félle anbietet, bei denen die
abhédngige Variable nicht gemessen wurde, kann es nicht unterscheiden, ob die
Selektion einer Beobachtung in den Zustand der Nichtzensierung von y einerseits
und die Ausprdgungen von y andererseits grundlegend unterschiedlichen Logi-
ken folgen. Zwar kdnnen spezielle Verfahren, wie die oben angesprochene
McDonald und Moffit Dekomposition, unterscheiden, ob eine erkldrende Variab-
le x zu einem vergleichsweise groBen oder vergleichsweise kleinen Anteil ent-
weder die Zensierung oder den Wert von y beeinflusst. Aber der Vektor der er-
kldrenden Variablen x bleibt fiir beide Prozesse identisch. Das Tobit-Modell
kann also nicht zwischen unterschiedlichen Logiken unterscheiden, denen beide
Prozesse moglicherweise folgen. Denkbar ist, dass der Prozess der Selektion in
den Zustand der Beobachtbarkeit von y durch andere Faktoren bedingt ist als die
Veranderungen von y. Fiir R. Breen stellt sich dieses Problem als {iberaus rele-
vant dar, er geht davon aus, dass es in der sozialwissenschaftlichen Forschung
héufig unterschitzt wird: ,,If we think hard enough, we can probably find some
sort of selection process underlying any piece of social science data“ (Breen
1996, S. 35). Anders formuliert: Es geht womdglich nicht einfach um eine zen-
sierte abhéngige Variable, sondern um zwei latente abhidngige Variablen. Eine
der beiden latenten Variablen steuert in Abhéngigkeit von den EinflussgroBen
den Selektionsprozess geméal} einem eigenen Mechanismus; die zweite abhingige
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Variable beobachten wir nur in einem Teilsample in Abhéngigkeit von diesem
Selektionsprozess.

Nehmen wir an, es wirken tatsdchlich grundlegend unterschiedliche Logiken
auf beide Prozesse. Im Fall der Zensierung wiren die Schitzungen eines OLS-
Modells zur Vorhersage von E(y|x) verzerrt. Denn im OLS-Modell bleibt jener
Teil des bedingten Erwartungswertes, der durch die Selektion in das Sample
entsteht, unberiicksichtigt. Der Einfluss des Selektionsprozesses auf den Vorher-
sagewert von y wird bei OLS einfach dem Fehlerterm zugeschoben. Ist der Se-
lektionsprozess jedoch systematisch mit den erkldrenden Variablen x korreliert,
d.h. mit den eigentlich interessierenden Pradiktoren von y, dann ist im OLS-
Modell auch der Fehlerterm u; der Vorhersagegleichung von y mit diesen Pra-
diktoren x korreliert. Der Grund fiir diese Verzerrung der Schétzung liegt darin,
dass der Selektionsprozess im OLS-Modell dem Fehlerterm zugeschlagen wird,
der dann aber nicht mehr zufdllig, sondern systematisch ist. Anders ausgedriickt:
Die erkldrenden Variablen x transportieren unbeobachtete Information mit sich,
die eigentlich aus dem Fehlerterm stammt. Die Effekte von x sind zumindest
teilweise auf den Fehlerterm zuriickzufithren und darum teilweise Scheineffekte.
Sie sind gleichsam mit dem Fehler ,.kontaminiert und daher verzerrt. Die An-
nahme einer rein zufilligen Verteilung des Fehlerterms, die klassischen Regres-
sionsverfahren zu Grunde liegt, ist verletzt.

Das insbesondere durch James Heckman bekannt gewordene sample selec-
tion model (Greene 2008, S. 884) kann unter bestimmten Annahmen diesen Bias
korrigieren. Greene (2008, S. 886, Fn. 24) weist darauf hin, dass sich fiir dieses
Modell wohl in Anlehnung an die Bezeichnung ,,Tobit-Model*“ der Terminus
»Heckit“-Schétzer verbreitet hat. Es stellt eine Erweiterung des Tobit-Modells
dar, welches erstens separate Vektoren x fiir beide Prozesse zuldsst und zweitens
die Korrelation p der Fehlerterme beider Gleichungen mitschitzt. Ahnliches
kennen wir bereits aus der Schitzung bi- und multivariater Probit-Modelle (vgl.
Kapitel 4 und 9.4). Die Korrelation p entscheidet dariiber, ob OLS-Schétzungen
der Einflussgro3en von x auf y verzerrt sind bzw. in welchem Maf3e und in wel-
che Richtung die Schitzungen durch Beriicksichtigung des Selektionsprozesses
korrigiert werden miissen. Ist der Schitzwert von p = 0 bzw. insignifikant von
Null verschieden, sind die Fehlerterme beider Gleichungen nicht voneinander
abhéngig. Der Test auf HO: p = 0 ist damit ein Test auf Abwesenheit des Selekti-
onsbias. Liegt kein Selektionsbias vor, sind die Schétzer einer OLS-Regression
auch nicht durch einen Selektionsbias verzerrt. Wird HO: p = 0 verworfen zu-
gunsten von H1: p # 0, wéren die OLS-Schétzungen verzerrt. Wieder stellt der
Inverse Mills Ratio als unabhdngige Variable einen Korrekturterm dar, der als
Hazardrate der (Nicht-)Selektion die Schitzung von y korrigiert, dessen Ein-
flussgewicht wiederum davon abhingt, wie stark die Residuen beider Gleichun-
gen korreliert sind, also von p.
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Weil wir die Korrelation der Fehlerterme beider Gleichungen mit in die
Schitzung einbeziehen, wird jener Teil der unbeobachteten Heterogenitit, der
beide Prozesse 4 und B beeinflusst — sowohl die realisierten Werte von y (4) als
auch die Selektion (B) —, kontrolliert. Denn unbeobachtete Einfliisse auf die
abhingige Variable werden ja liber den Fehlerterm abgebildet. Nehmen wir an,
die Fehlerterme beider Prozesse sind nicht korreliert, sondern sie sind rein zufal-
lig, wie es im OLS-Regressionsmodell angenommen wird: In diesem Fall gibt es
keine systematische Gemeinsamkeit beider Prozesse, die nicht bereits durch die
beobachteten unabhéngigen Variablen x erfasst ist — wenngleich natiirlich unbe-
obachtete Faktoren auf jeden der beiden Prozesse separat einwirken konnen.
Sind die Fehlerterme aber positiv korreliert, folgt daraus, dass immer dann, wenn
der Fehlerterm des einen Prozesses 4 grof3 ist, der Fehlerterm des anderen Pro-
zesses B ebenfalls zu grolen Werten tendiert. Somit sind die Fehlerterme beider
Gleichungen partiell durch gemeinsame unbeobachtete Faktoren bedingt. Gelingt
es, diese Korrelation als Koeffizient in die Regressionsschitzung mit aufzuneh-
men, ist diese gemeinsame unbeobachtete Heterogenitdt kontrolliert.

Wir folgen den anschaulichen Darstellungen von Henriette Engelhardt (1999)
und Richard Breen (1996). Betrachten wir zwei Gleichungen, von denen die
erste (y;) die eigentlich interessierende abhidngige Variable vorhersagt, die zweite
(y,) den Selektionsprozess in die Beobachtbarkeit beschreibt.

n=x.p +u

n=x,8,+e

Sind die beiden Fehlerterme u; und e; nicht korreliert [cov(u,, e;)=0] und ist der
Fehler der ersten Gleichung nicht mit deren unabhingigen Variablen x; korreliert
[cov(u;, x;)=0], lieBe sich y; durch eine OLS-Regression vorhersagen.

E(y, %)= X'1i|31

Allerdings sind die oben genannten Annahmen mdglicherweise verletzt, wenn
die abhédngige Variable y; nur selektiv beobachtet wird. Wie im Tobit-Modell
ergibt sich die Selektion in die Beobachtbarkeit aus einer Probit-Regression von
y; mit dem Wert y,=1, wenn eine Untersuchungseinheit Werte oberhalb der
Schwelle zur Beobachtbarkeit von y; aufweist, und 0, wenn y; zensiert ist:

X,;B, +e >0 bzw. e >-X,B,
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Daraus folgt, dass der Erwartungswert von y; nicht allein von x;; abhéngig ist,
sondern auch vom Selektionsprozess, der iiber y,=1 und damit iiber die Be-
obachtbarkeit von y; entscheidet (Engelhardt 1999, S. 711).

E(y, | Xli:yz =)= X'liﬂl +E(u, |e > _X;iBZ)

Wichtig an diesem Modell ist der nicht mehr zufillige Fehler u;. Er ist stattdes-
sen abhingig vom Selektionsprozess, der wiederum durch x,;, bedingt ist. Der
Fehlerterm u; kann nur dann beobachtet werden, wenn die Ungleichung e>—
X,;B, erfiillt ist. Der Fehlerterm u; ist also mit den unabhidngigen Variablen x;
korreliert. Dies wiirde bei OLS zu verzerrten Schitzungen fithren, weil die Werte
von x; mit dem Fehlerterm u; kontaminiert sind. Bei ihrer Wirkung auf y, tragen
die Werte von x; den Fehler mit sich, der ohnehin auf y, einwirkt. Anders ausge-
driickt: Um diesen systematischen Beitrag des Fehlerterms, mit dem die x; kon-
taminiert sind, sind die Schitzer von x; auf y; verzerrt. Hinsichtlich x; ist der
Fehlerterm also nicht zuféllig, wie OLS unterstellt, sondern systematisch.

Zu beachten ist beim Heckman-Modell, dass die Koeffizienten- bzw. Kovari-
atenvektoren beider Stufen — des Selektionsmodells y, und des Vorhersagemo-
dells der abhingigen Variablen y; — nicht mehr identisch sind, sondern x,;, #
x;if1.

Fiir x,;$,/0 setzen wir der Einfachheit wieder §;, bzw. fiir —x,;B,/c = —9;. Der
Inverse Mills Ratio ist nun A = ¢(-5;)/D(-93;). Der Koeffizient o, gibt an, wie
stark der Selektionsbias ausfillt. Ist g, Null, erfolgt auch keine Korrektur.

Ey |y, =1x,)= X;B"'E(”i le, > _X'iB)

b(-x.B,/0)

E(”f | e > —X;ﬁ) =0 '
O,(—x,B,/0)

1y =y $(=6)
EOi |7 =1x) =xpro, L

E(y |y, =Lx,)= X1B to 4

Fiir o, setzen wir einen Ausdruck ein, aus dem ersichtlich wird, unter welchen
Bedingungen das Selektionsmodell zu einer Korrektur der Schitzung der stetigen
abhéngigen Variablen fiihrt. In der obigen Gleichung ist o, der Regressionskoef-
fizient einer Variablen, deren Werte durch das Selektionsmodell geschitzt und



Tobit-Regression und Heckman-Modell 273

als Inverser Mills Ratio A ausgedriickt werden. Der Koeffizient o, selbst enthalt
unter anderem die Korrelation p der beiden Fehlerterme e und u. Diese Korrela-
tion berechnet sich aus der Kovarianz von e und u dividiert durch das Produkt
aus deren Varianzen. Aus Griinden der Identifizierbarkeit muss o, auf 1 gesetzt
werden, da die Gleichung andernfalls mehr Schitzparameter als empirische In-
formation erhalten wiirde (Giesselmann und Windzio 2012, S. 208ff). Diese
Restriktion wird dadurch gesetzt, dass eine Probitschitzung durchgefiihrt wird.
Wenn aber o, = 1 ist, dann kiirzt sich o, aus der Gleichung, weshalb der Koeffi-
zient oy letztlich die Kovarianz beider Fehlerterme abbildet (Breen 1996, S. 37):

g,

o,=po,=—"“0,=0

u u ue

O-u O-e

Zwar wurden die Regressionsmodelle fiir abgeschnittene, zensierte oder selekti-
ve Daten mit dem Ziel entwickelt, jene Probleme zu 16sen, die bei Anwendung
von OLS auf diese Daten entstehen. Dabei sollte allerdings beachtet werden,
dass auch diese Modelle keineswegs frei von Problemen sind (Kennedy 2008, S.
271). Zunichst sollte beriicksichtigt werden, dass diese Schitzverfahren ihre
positiven asymptotischen Eigenschaften nur entfalten kdnnen, wenn die Stich-
probe hinrechend grof8 ist (Breen 1996, S. 70). Wenngleich keine eindeutigen
Schwellenwerte existieren, gilt ein Sample mit N=250 eher als klein, ein Sample
mit N=1000 dagegen als ausreichend.

AuBerdem sind die Schitzungen dieser Modelle problematisch, wenn die
Fehler nicht normal verteilt sind. Breen zitiert Studien, denen zufolge die Koeffi-
zienten des Tobit-Modells bereits sehr sensitiv auf moderate Abweichungen von
der Normalverteilung der Fehler reagieren. Er weist darauf hin (Breen 1996, S.
58), dass VerstoBBe gegen die Annahme der konstanten Fehlervarianz iiber die
Werte von x (Homoskedastizitidt) in Modellen mit zensierten oder selektiven
Daten weitaus gravierender sind als in der OLS-Regression. Als Reaktion darauf
konnte man entweder eine alternative Verteilungsfunktion fiir die Fehler spezifi-
zieren (Breen 1996, S. 59) oder eine Modellvariante wihlen, die keine parametri-
schen a priori Annahmen iiber die Fehlerverteilung trifft (Maddala 1983, S.
187ff). Alternative Verteilungsfunktionen werden auch in der Ereignisanalyse
verwendet, wenn z.B. eine log-logistische oder log-normale Verteilung der Feh-
ler angenommen wird — wobei sich im Falle der Ereignisanalyse der Fehler in
der unbeobachteten Heterogenitdt niederschldgt, die, konditional x, zu einer
spezifischen Verteilungsform der Rate {iber die Zeit fiihrt (vgl. Kapitel 6). Hier
ist allerdings der Hinweis wichtig, dass das Problem nicht normal verteilter Feh-
ler im Tobit-Modell wesentlich einfacher zu 16sen ist, als im Heckman-Modell,
weil letzteres eine bivariate Verteilung der Fehler impliziert. Breen (1996, S. 70)
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verweist auf einen Test zur Uberpriifung der Normalititsannahme, bei dem die
Verteilungsannahmen nicht bivariat, sondern fiir jede der beiden Gleichungen
separat getestet werden. Eine mogliche Losung des Problems der Heteroskeda-
stizitdt wire z.B., die Pradiktoren x in eine gesonderte Gleichung zur Vorhersage
der Residualvarianz einzufiihren, um die Heteroskedastizitdt durch explizite
Modellierung zu kontrollieren.

Problematisch ist die Anwendung des Heckman-Modells, wenn der Anteil
der Zensierung sehr grof ist, und zwar auch dann, wenn die Annahmen der Ho-
moskedastizitdt und der Normalverteilung der Fehler erfiillt sind. Zudem stellt
sich die Frage, ob eine OLS-Schitzung dem Heckman-Modell nicht vorzuziehen
ist, wenn die Korrelation p der Fehlerterme beider Gleichungen nur gering ist.
Das Heckman-Modell geht gegeniiber OLS mit einem Effizienzverlust einher.
Im Falle eines geringen Wertes fiir p ist der Gewinn des Heckman-Modells —
ndmlich die Korrektur des Bias — nur gering. Warum sollte man bei einem nur
geringen Vorteil des komplexeren Modells den Effizienzverlust in Kauf nehmen,
der ja womdglich selbst wiederum faktisch einen Fehler produzieren kann, nim-
lich eine félschlicherweise aufrechterhaltene Nullhypothese?

Als ein wirklich gravierendes Problem des Heckman-Modells gilt die Multi-
kollinearitit zwischen dem Inversen Mills Ratio A, der sich aus der Selektions-
gleichung ergibt, und den erklirenden Variablen der substanziellen Gleichung
(d.h. im eigentlich interessierenden Teil des Modells, der die stetige abhdngige
Variable y; vorhersagt). Es sollten nicht identische Vektoren erkldrender Variab-
len in beiden Gleichungen geschitzt werden, sondern mindestens eine erklarende
Variable sollte ausschlieBlich den Selektionsprozess vorhersagen. Weil der In-
verse Mills Ratio wie eine unabhéingige Variable in der ,,substanziellen” Glei-
chung modelliert wird, sollte die Multikollinearitdt zwischen dieser und den
anderen erkldrenden Variablen nicht zu hoch sein. Das Problem der Identifikati-
on stellt sich aber auch dann, wenn die Selektionsgleichung nur sehr schlechte
Vorhersagen des Prozesses liefert und die Varianz des Inversen Mills Ratios
dadurch gering ist. Allgemeiner ldsst sich sagen, dass die Multikollinearitit zwi-
schen dem Inversen Mills Ratio A und den erkldrenden Variablen x;; der ,,sub-
stanziellen“ Gleichung dann hoch ist, wenn der Anteil der Nichtselektierten hoch
ist, aber auch, wenn die Varianz von A aufgrund eines erklarungsschwachen
Selektionsmodells gering ist oder aber wenn der Satz an erkliarenden Variablen
in der Selektionsgleichung und der substanziellen Gleichung identisch ist. Sind
beide Kovariatenvektoren identisch (x;=Xxy;), ist die Identifikation des Modells
einzig dadurch gewihrleistet, dass im Probit-Modell ein nicht-linearer Zusam-
menhang zwischen x, und der abhingigen Variablen y, spezifiziert wird (Breen
1996, S. 43; Engelhardt 1999, S. 714), wodurch eine sehr hohe Multikollinearitét
unmittelbar gegeben ist. Es wird auch vertreten, dass die Identifizierbarkeit
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dadurch gewédhrt werden soll, dass in die Auswahlgleichung (Probit) zusétzliche
Variablen aufgenommen werden sollen (Verbeek 2008), aber alle Variablen der
interessierenden Gleichung ebenfalls in der Auswahlgleichung vertreten sind.
Auch Engelhardt (1999, S. 714) weist darauf hin, dass in der Regel der Kovaria-
tenvektor der Auswahlgleichung eine Erweiterung des Vektors der interessieren-
den Gleichung ist. Sie konstatiert aber zugleich, dass manchmal auch wiederum
die interessierende Gleichung Préidiktoren enthilt, die nicht in der Auswahlglei-
chung sind. In ihren eigenen Analysen enthilt die Auswahlgleichung drei Pri-
diktoren, die nicht in der interessierenden Gleichung vertreten sind; zugleich
enthdlt die interessierende Gleichung drei Pradiktoren, die nicht in der Selekti-
onsgleichung sind (Engelhardt 1999, S. 718). In jedem Fall liegt in der Frage
nach der korrekten Spezifikation beider Prozesse — jener, der in die Selektion
filhrt und jener, der die Auspridgungen von y bestimmt — eines der zentralen
Probleme des Selektionsmodells. Das Risiko einer Fehlspezifikation ist hoch.

use $pfad/censored.dta, clear
reg einkommen 1fx studium frau befristung oeffdidl ///
kohorte2 kohorte3 if vollzeit ==

heckman einkommen 1fx frau studium befristung oceffdidl ///
kohorte2 kohorte3, select (vollzeit=mps frau alter ///
befristung)

Insgesamt wird eher die Maximum-Likelihood-Schétzung des Heckman-Modells
empfohlen (Kennedy 2008, S. 271; Breen 1996, S. 70), die als Mehrgleichungs-
modell grundsétzlich verldsslichere Ergebnisse bringt.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Brauchbarkeit des Heckman-
Modells von folgenden Bedingungen abhingig ist (Breen 1996, S. 65), ndmlich
1. von der Grof3e der Korrelation p, 2. dem Grad der Korrelation der erkldrenden
Variablen in der Selektionsgleichung und der ,,substanziellen” Gleichung und 3.
vom Anteil der zensierten Fille.
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Tabelle 37: Einkommensregression fiir Vollzeitbeschdftigte, OLS und Heckman

Modell im Vergleich
OLS Heckman
y; = Einkommen
Berufserfahrung -6.301"" -6.262""
Studium (=1) 3017777 302.088""
Frau (=1) 4187152 -169.603"™"
befristet -80.078 -57.204
offentlicher Dienst 96.936" 96.308"
Abschlusskohorte 1990 23279817 -328.173"
Abschlusskohorte 1995 -1407.285™"  -1408.804™""
Constant 2126.410™°  2152.959™"
y, = vollzeit=1, sonst 0

Prestige (Wegener) 0.002"
Frau (=1) -0.363™"
alter -0.009
befristet -0.437""
Constant 1.368™"
Rho
Constant -0.169"
Insigma
Constant 6.704™""
Observations/Zensiert 1831 2207/382

Tp<.1, p<.05"p<.0l,7 p<.001

Tabelle 37 sagt wieder das Einkommen vorher und vergleicht die Koeffizienten
des Heckman-Modells mit denen einer OLS-Regression, die nur fiir die Subpo-
pulation der Vollzeitbeschiftigten durchgefiihrt wurde. Hier zeigt sich ein auf
dem 10% Niveau signifikanter negativer Effekt von p (-0,169"), demzufolge die
Fehlerterme beider Gleichungen schwach negativ korreliert sind (Engelhardt
1999, S. 712). Mit Ausnahme der Variable befristet sind darum die Schét-
zungen der Koeffizienten auch recht dhnlich. In diesem Fall wire wohl tendenzi-
ell das OLS-Modell dem komplexeren Heckman-Modell vorzuziehen.

10.3 Switching-Regression (Roy-Model)

Beim Sample-Selection-Modell waren wir in einer Situation, in der wir die ab-
héngige Variable y fiir eine Teilgruppe des Samples beobachten konnten, fiir die
andere Teilgruppe des Samples hingegen nicht. Das sogenannte Roy-Modell ist
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eine Verallgemeinerung des Heckman-Selektionsmodells, bei der die abhéngige
Variable y fiir beide Teilgruppen beobachtet worden.

Das Roy-Modell wird héufig als switching regression bezeichnet, weil die
Schitzung der Regressionsgleichung immer davon abhéngt, welcher der Zustén-
de in x vorliegt oder welchem ,,Regime* ein Fall jeweils unterworfen ist. Das
Modell wird auch verwendet, um kontrafaktische Situationen herzustellen und ist
damit eine Methode, mit der unter bestimmten Annahmen kausale Fragestellun-
gen untersucht werden konnen. Es wird daher unter anderem verwendet, um
auch mit Querschnittsdaten kausale Aussagen zu plausibilisieren. Durch das
Roy-Modell wird systematisch die Selbst- oder Fremdselektion der Beobachtung
entweder in das eine Treatment oder in das andere Treatment modelliert, wobei
wieder die Korrelationen der Residuen der nun insgesamt drei Prozesse beriick-
sichtigt werden.

Wir folgen der theoretischen Darstellung von Cameron und Trivedi (2005, S.
555), in der es um die Selbstselektion von Personen in bestimmte Berufe geht:
Ziel der Analyse des Roy-Modells ist es, unter Kontrolle der Selbstselektions-
prozesse den Effekt der Wahl bestimmter Berufe auf das Arbeitserwerbsein-
kommen unter Kontrolle anderer Kovariaten zu schitzen. Im klassischen Roy-
Modell werden insgesamt drei Gleichungen geschitzt, die jeweils eine latente
abhingige Variable vorhersagen. Vergleichen wir die Einkommensdifferenzen
zwischen zwei Berufen, spezifizieren wir im Roy-Modell fiir y; ein bindres Pro-
bit-Modell, welches den Selektionsprozess der Individuen in den einen Beruf
versus den anderen Beruf spezifiziert. y, beschreibt eine Einkommensregression
innerhalb des ersten Berufes, y; eine Einkommensregression innerhalb des zwei-
ten Berufes. Das bindre Probit-Modell im ersten Schritt entscheidet dariiber,
welchem der beiden Regime eine Person sich geméB der erkldarenden Variablen
der Selektionsgleichung wahrscheinlich zugeordnet hat.

¥y =xB, +¢ = Selektion in das Treatment (,,Regime*)
y, =X,B,+¢&, =y unter Treatment

y; =X,B,+&, =y unter Treatment 2

Ziel des Modells ist die Schéitzung konditionaler Erwartungswerte der abhingi-
gen Variablen y; und y; unter Bedingung der jeweiligen Kovariaten x sowie unter
der Bedingung der Selektion in das jeweilige Treatment — ndmlich hier in den
Beruf. Der Selektionsprozess in den Zustand des Treatments wird durch y; abge-
bildet.
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lwenny, >0
M= .
Owenny, <0

y; bildet folglich den Selektionsprozess in einen der beiden Berufe ab. Kennen
wir diesen Selektionsprozess aufgrund des bindren Probit-Modells, kdnnen wir
in zwei weiteren Regressionsgleichungen das Einkommensniveau der Person
vorhersagen, das sie unter dem jeweiligen ,,Regime* (bzw. unter dem jeweiligen
Treatment, damit ist hier der Beruf gemeint) realisieren kann.

| 3 wenny; > 0= Einkommenin Regimel
v, wenn y, <0=> Einkommenin Regime 2

Indem die jeweiligen Gleichungen samt ihrer Residuen spezifiziert und die Kor-
relation der Residuen iiber die Gleichungen hinweg empirisch geschétzt werden,
lasst sich dhnlich wie beim Sample-Selection-Modell von Heckman der Wert der
eigentlich interessierenden Variablen — nimlich das realisierte Einkommen unter
dem jeweiligen Regime — unter Kontrolle des Selektionsprozesses vorhersagen.
Die Kovarianz der Residuen ¢,, &, und &; wird unter der Annahme einer Normal-
verteilung durch folgende Matrix dargestellt, wobei die Varianz des Residuums
¢, der Probit-Selektionsgleichung ( o} ) wieder auf 1 fixiert wird:

& 0 1 o, o4

g |~N[|0|, |0, OF

2
& 0| |oy . o

Dabei ist die Kovarianz 6,3 nicht definiert, weil y*, und y*; niemals simultan
beobachtet werden (Lokshin und Sajaia 2004, S. 283). Der Erwartungswert von y
wird nun unter der Bedingung des jeweiligen Regimes vorhergesagt, wobei die
Probit-Selektionsgleichung fiir y; dariiber entscheidet, welchem der beiden Re-
gime sich eine Person wahrscheinlich zuordnet (Cameron und Trivedi 2005, S.
547). Beide Gleichungen werden geschitzt unter Kontrolle der Korrelation ¢ des
Fehlerterms der jeweiligen Einkommensgleichung mit dem Fehlerterm der Se-
lektionsgleichung, in der sich die Grofle des Selektionsbias niederschligt:

Ely, X, y1* >0]= szBz +0121(X;B1)
Ely; |x, yf <0]= Xgﬁs _5131(_X;B1)
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Dabei ist A der aus der Probit-Regression ermittelte Inverse Mills Ratio. Wieder
gilt, dass im Falle von o1, = 0 oder o3 = 0 die jeweilige Einkommensgleichung
unabhédngig vom Selektionsprozess wire. Von Interesse sind aber noch weitere
Vorhersagen, die das Modell ermdglicht (Lokshin und Sajaia 2004), da es eine
kontrafaktische Schétzung z.B. des Einkommens impliziert, welches eine Person
in Regime 2 hitten realisieren kdnnen, die aber tatsdchlich Regime 1 angehdrt.
Aus diesem Grund ist die switching regression insbesondere fiir die Evaluations-
forschung interessant, bei der sich in den meisten Fallen das Problem einer nicht-
zufilligen Zuordnung zur Treatment- oder Kontrollgruppe stellt.

Weitere illustrative Fragestellungen fiir die Anwendung des Roy-Modells
sind etwa die Einkommensdifferenzen von Gewerkschafts- und Nicht-
Gewerkschaftsmitgliedern (in den USA) oder aber das Einkommen von Migran-
ten und Nicht-Migranten. Insbesondere das Migranten-Beispiel ist sehr anschau-
lich, weil bekannt ist, dass Migrationsprozesse sozial hochgradig selektiv verlau-
fen, d.h., dass es keineswegs zufillig ist, welche Person wandert und welche
nicht. Die systematisch auf die Wanderungsentscheidung wirkenden Kovariaten
beschreiben dabei den Selektionsprozess und bestimmen, in welchem der beiden
Regime — Migrant oder Nicht-Migrant — sich eine Person befindet. Sodann wer-
den in zwei Gleichungen die Einkommensniveaus der Migranten und der Nicht-
Migranten vorhergesagt. Generalisierungen des Modells modellieren den Selek-
tionsprozess auch in mehr als zwei Treatments durch ein multinomiales Modell.

Zur Illustration des Modells stellen wir die einfache Frage, ob vollzeit be-
schiftigte Personen in Positionen mit hoherem Prestige sind als teilzeit beschif-
tigte. Die Zustinde ,,Vollzeit™ und ,,Teilzeit” sind die beiden Regime. Die Idee,
fiir diese Fragestellung ein switching regression Modell zu schitzen, ist dadurch
motiviert, dass der Zugang bzw. die Selektion in den jeweiligen Zustand nicht
zufallig ist, sondern unbeobachtete Faktoren sowohl den Selektionsprozess als
auch das Prestige beeinflussen. Fiir die Schéitzung verwenden wir das ado-file
movestay.ado (Lokshin und Sajaia 2004), das in der stata Command-Zeile
iiber den Befehl findit movestay.ado zu finden und zu installieren ist, eben-
so das darin enthaltene mspredict.ado. Nach der Installation kann die swit-
ching regression durch folgende Syntax geschitzt werden, wobei die Probit-
Selektionsgleichung durch die Option select () spezifiziert wird:

use $pfad/switching.dta, clear
movestay mps 1fx studium betr200plus oeffdidl, ///
select (vollzeit= frau befristet ko2 ko3)

sum mps if vollzeit == 1 & e(sample)
sum mps if vollzeit == 0 & e(sample)
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Das Ergebnis zeigt Tabelle 38: Personen mit Hochschulabschluss haben in bei-
den Regimen signifikant mehr Prestige als Personen, die eine berufliche Lehre
abgeschlossen haben. Dies ist auch im 6ffentlichen Dienst der Fall.

Allerdings ist im Modell der switching regression keine direkte Schétzung
des Effektes der Variable vollzeit auf das Prestige moglich. Um die eigentli-
che Stirke dieses Verfahrens auszuschopfen, ist der Befehl mspredict hilf-
reich. Wir wollen anhand der switching regression den Treatment-Effekt ermit-
teln, den der Zustand ,,vollzeitbeschéftigt im Vergleich zu ,teilzeitbeschiftigt*
auf das Prestige hat — und zwar bereinigt um den Selektionseffekt, der in den
jeweiligen Zustand hineinfiihrt.

Tabelle 38: Berufsprestige in Voll- und Teilzeitbeschéftigungen, switching

regression
Prestige, Prestige, Selektion:
Regime: vollzeit Regime: teilzeit  Probit
(vollzeit=1)

Berufserfahrung (Mon.)  0.009 0.024 -0.001
Studium (=1) 46.737" 47235 0.223"
Betrieb > 200 Mitarb. 3.507" -1.917 -0.074
offentl. Dienst 13.475™ 13.189" -0.254™
Frau (=1) -0.120"
befristet -0.329™
Abschlusskohorte 1990 0.015
Abschlusskohorte 1995 -0.143
Constant 47.680"" 64.525"" 13717
Observations 1814

Tp<., ' p<.05" p<.01," p<.001

In den hier verwendeten Daten ist insgesamt der mittlere Prestigewert bei den
Teilzeitbeschiftigten (95,17) héher ist als bei den Vollzeitbeschéftigten (88,30),
was aber zundchst noch nichts {iber einen moglichen kausalen Effekt aussagt.
Betrachten wir auf Basis des geschitzten Modells Personen in Vollzeitbeschdifti-
gung (Lokshin und Sajaia 2004, S. 284):

Elyy | Xy, 0, =11=x,B, + 0, A(x,B,) = faktisch
Elys [x5,0, =1]= X;[% +0'13/1(x'1[i1) = kontrafaktisch
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Uns interessiert die mittlere Differenz aus beiden Prestigewerten fiir die Voll-
zeitbeschiftigen in beiden Regimen. Diese wird als average treatment effect of
the treated (ATT) bezeichnet (Gangl 2010). Wir sagen sowohl die faktischen als
auch kontrafaktischen Prestigewerte fuir Vollzeitbeschdftigte vorher, d.h.

ATT = E[A; |y, =11 = Elyy [ %5, 9 == Ely;; [ %5, =1]
=ycl 1-yc2 1

Dabei steht yc1_1 fiir den faktischen Vorhersagewert unter der Bedingung,
vollzeit beschiftigt zu sein, und yc2_1 ist der kontrafaktische Vorhersagewert,
den die Vollzeitbeschiftigten Adtten, wenn sie teilzeit beschéftigt wdren (danken
mochte an dieser Stelle Michael Lokshin von der Worldbank, der mir dies in
einer e-mail bestitigte). Es wird also die Differenz der Prestigewerte berechnet,
indem fiir jene, die vollzeitbeschiftigt sind (y,=1), auch der kontrafaktische Wert
vorhergesagt wird, den sie hétten, wiren sie teilzeitbeschéftigt. AnschlieBend
wird daraus die Differenz gebildet (Sununtar et al. 2008). Im Anschluss an die
Modellschdtzung (S. 279) schreiben wir:

mspredict vz_faktisch if e(sample), ycl_1
mspredict vz_ko_faktisch if e(sample), yc2_1

gen diff_vz=vz_faktisch-vz_ko_faktisch if vollzeit == 1
sum diff_ vz

Der Wert yc1_1 ist der Erwartungswert des Prestiges im Regime ,,Vollzeit”
unter der Bedingung, dass die Person tatséchlich vollzeit beschéftigt ist. Dagegen
ist yc2_1 der Erwartungswert des Prestiges im Regime “Teilzeit”, den eine
tatsdchlich vollzeitbeschéftigte Person in diesem Regime hitte.

Wir erhalten eine mittlere Differenz von -9,318. Im Regime ,,Vollzeit* haben
die Untersuchungseinheiten also im Durchschnitt 9,318 Prestigepunkte weniger
als im Regime ,,Teilzeit”, bzw. im Regime ,,Teilzeit“ hitten sie 9,318 Punkte
mehr (ob das theoretisch gut begriindbar ist, sei dahingestellt, aber der Befund
deckt sich mit dem einfachen Mittelwertsunterschieden, siche oben). Wir konnen
diese mittlere Differenz auf Signifikanz testen, indem wir iiber die Standardab-
weichung (von sum diff_vz ausgegeben) den Standardfehler des arithmeti-
schen Mittels berechnen (=c,1r/VN=4,033/¥1590=0,10). Bei einer 5% Irrtums-
wahrscheinlichkeit lassen sich die Konfidenzintervalle berechnen:
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-9,318-1,96 0,10 =-11,178
-9,318 + 1,96 ¢ 0,10 =-7,258

Die durch die Zugehorigkeit zu den beiden Regimen bedingte Prestigedifferenz
ist also signifikant, weil die Null nicht innerhalb dieses Konfidenzintervalls liegt.

Eine weitere Moglichkeit bietet das switch_probit.ado, welches eine
switching regression fiir eine bindre abhingige Variable schitzt. Im jeweiligen
Regime wird also die Realisierung einer bindren Zufallsvariable vorhergesagt
(findit switch_probit.ado) (Lokshin und Sajaia 2011), ansonsten ist das
Modell analog zur linearen switching regression zu betrachten.

use $pfad/switching.dta, clear

xtile mps0l = mps, ng(2) /**Mediansplit der AV**/
replace mpsO0l=mps01l-1

tab mps mps0l /**check der binaeren AV**/

switch_probit mps0l 1fx studium betr200plus oeffdidl, ///
select (vollzeit= frau befristet ko2 ko3 1fx studium ///
betr200plus oeffdidl)

predict ATT, tt

Tabelle 39: Berufsprestige oberhalb des Medianes (bindres Outcome) in Voll-
und Teilzeitbeschéftigungen, Probit-switching regression

Probit (Prestige Probit (Prestige Selektion: Probit

>Median) <=Median) (vollzeit=1)

Regime: vollzeit Regime: teilzeit
Berufserfahrung (Mon.) 0.001 -0.000 -0.001
Studium (=1) 1.789™" 1.653" -0.208"
Betrieb > 200 Mitarb. 0.173" 0.178 -0.095
dffentl. Dienst 0.370"" 12147 -0.3537
Frau (=1) 042177
befristet 0277
Abschlusskohorte 1990 -0.102
Abschlusskohorte 1995 -0.260"
Constant -1.197"" 2,782 1.997"
Observations 1814

Tp<., ' p<.05" p<.01," p<.001

Im Vergleich zur einfachen switching regression weichen die Schitzungen der
Selektionsgleichung nur geringfiigig ab, immerhin hat sich das Vorzeichen der
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Variable studium gedreht. Die Effekte auf die Verdnderungen des bindren Out-
comes in dem jeweiligen Regime sind nun als Probit-Koeffizienten zu interpre-
tieren. Zudem ist ldsst sich mit predict ATT, tt der average treatment effect
of the treated (ATT) direkt vorhersagen, aus dem der Mittelwert berechnet wer-
den kann.

Insgesamt findet man in der Literatur eher wenige Anwendungen der swit-
ching regression. Gegenwirtig wird bei der Analyse von Treatment-Effekten
eher fiir die Anwendung von matching-Verfahren pladiert, da diese auf weniger
restriktiven Annahmen — insbesondere hinsichtlich der Verteilung der Fehlerter-
me — beruhen (Morgan und Winship 2007; Guo und Fraser 2010; Gangl 2010).
Der Nachteil der switching regression besteht eindeutig darin, dass die Fehler-
terme in unserem Beispielmodell einer trivariaten Normalverteilung entsprechen
miisen. Wie auch beim Heckman-Modell reagieren die Resultate sensitiv auf
Veranderungen der Modellspezifikation. Das kann fiir das obige Beispiel leicht
nachvollzogen werden, indem z.B. Variablen aus der Selektionsgleichung ent-
fernt werden. Andererseits hat das Verfahren den Vorteil, dass die Kovarianz der
Residuen der jeweiligen Prestigegleichung mit dem Residuum der Selektions-
gleichung ausdriicklich in die Schitzung einbezogen wird. Diese Kovarianz
enthdlt — dhnlich dem bivariaten Probit-Modell — jene unbeobachteten Faktoren,
die jeweils die unterschiedlichen Gleichungen simultan beeinflussen. Sie kon-
trolliert damit bei der Schitzung des Prestiges neben den beobachteten Faktoren
zumindest partiell auch die unbeobachteten Faktoren, die die Selektion in das
Regime sowie den jeweiligen Prestigewert simultan beeinflussen. Wéren die
Schétzungen der switching regression robust, d.h. wiirden sie nicht so sensitiv
auf unterschiedliche Modellspezifikationen und Verletzungen der Annahmen
reagieren, hitte man ein starkes Verfahren zur Schitzung der ATT. Auch bei
diesem Verfahren ist es daher notwendig, theoretisch begriindet die relevanten
Pradiktoren sowohl des Selektionsprozesses als auch der abhingigen Variable
weitgehend erschopfend zu erfassen.



11 Literatur

Allison, Paul David (2009): Fixed effects regression models. Los Angeles: Sage.

Angrist, Joshua David; Pischke, Jorn-Steffen (2009): Mostly harmless economet-
rics. An empiricist's companion. Princeton, NJ: Princeton Univ. Press.

Bacher, Johann (2002): Clusteranalyse. Anwendungsorientierte Einfiihrung. 2.
Aufl. Miinchen: Oldenbourg.

Bartus, Tamas (2005): Estimation of marginal effects using margeff. In: The
Stata Journal 5 (3), S. 309-329.

Bauer, Geritt (2010): Graphische Darstellung regressionsanalytischer Ergebnis-
se. In: Christof Wolf und Henning Best (Hg.): Handbuch der sozialwissenschaft-
lichen Datenanalyse. Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozialwiss., S. 905-927.

Baum, Christopher F. (2006): An introduction to modern econometrics using
Stata. College Station, Tex: Stata Press.

Baumert, Jiirgen; Klieme, Eckhard; Neubrand, Michael; Prenzel, Manfred;
Schiefele, Ulrich; Schneider, Wolfgang et al. (Hg.) (2001): PISA 2000. Basis-
kompetenzen von Schiilerinnen und Schiilern im internationalen Vergleich.
Deutsches PISA-Konsortium. Opladen: Leske + Budrich.

Bender, Stefan; Haas, Anette (2002): Die [AB-Beschiftigtenprobe. In: Gerhard
Kleinhenz (Hg.): IAB-Kompendium Arbeitsmarkt- und Berufsforschung. Niirn-
berg: IAB (Beitrdge zur Arbeitsmarkt- und Berufsforschung), S. 3—12.

Best, Henning; Wolf, Christof (2010): Logistische Regression. In: Christof Wolf
und Henning Best (Hg.): Handbuch der sozialwissenschaftlichen Datenanalyse.
Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozialwiss., S. 827-854.

Bhattacharya, Jay; Goldman, Dana; McCaffrey (2006): Estimating probit models
with self-selected treatments. In: Statistics in Medicine 25, S. 389—413.

Blasius, Jorg (2001): Korrespondenzanalyse. Miinchen: Oldenbourg (Internatio-
nale Standardlehrbiicher der Wirtschafts- und Sozialwissenschaften).

Blossfeld, Hans-Peter; Rohwer, Gotz (1995): Techniques of event history model-
ing. New approaches to causal analysis. Mahwah, NJ: L. Erlbaum.

Blossfeld, Hans-Peter; Golsch, Karin; Rohwer, G6tz (2007): Event history anal-
ysis with Stata. Mahwah, NJ: Erlbaum.

M. Windzio, Regressionsmodelle fiir Zustinde und Ereignisse, Studienskripten zur Soziologie,
DOI 10.1007/978-3-531-18852-2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013



286 Literatur

Blossfeld, Hans-Peter; Hamerle, Alfred; Mayer, Karl Ulrich (1986): Ereignisana-
lyse. Statistische Theorie und Anwendung in den Wirtschafts- und Sozialwissen-
schaften. Frankfurt: Campus.

Blossfeld, Hans-Peter; Klijzing, Erik; Pohl, Katharina; Rohwer, Gtz (1996): Die
Modellierung paralleler interdependenter Prozesse in der Bevolkerungswissen-
schaft: Konzepte und Methoden am Beispiel der Heiratsneigung nichtehelicher
Lebensgemeinschaften bei Geburt des ersten Kindes. In: Zeitschrift fiir Bevolke-
rungswissenschaft 22, S. 29-56.

Borg, Ingwer (1989): Theorien und Methoden der Skalierung. Eine Einfiihrung.
Bern: Huber.

Borooah, Vani K. (2002): Logit and probit. Ordered and multinomial models.
Thousand Oaks, Calif.: Sage.

Bortz, Jiirgen (1989): Statistik fiir Sozialwissenschaftler. Berlin: Springer.

Box-Steffensmeier, Janet M.; Jones, Bradford S. (2007): Event history modeling.
A guide for social scientists. Reprint. Cambridge: Cambridge Univ. Press

Breen, Richard (1996): Regression models. Censored, sample-selected or trun-
cated data. Thousand Oaks, Calif.: Sage.

Briiderl, Josef (2000): Regressionsverfahren in der Bevolkerungswissenschatft.
In: Ulrich Mueller, Bernhard Nauck und Andreas Diekmann (Hg.): Handbuch
der Demographie. Berlin, Heidelberg: Springer, S. 589—624.

Briiderl, Josef; Diekmann, Andreas; Engelhardt, Henriette (1997): Erhoht eine
Probeehe das Scheidungsrisiko? Eine empirische Untersuchung mit dem Famili-
ensurvey. In: Kélner Zeitschrift fiir Soziologie und Sozialpsychologie 49 (2), S.
205-222.

Bubhr, Petra (1994): Sozialhilfe und Lebenslauf. Empirische Analysen kurzfristi-
gen und langfristigen Sozialhilfebezugs auf der Grundlage quantitativer und
qualitativer Daten. Dissertationsschrift.

Cameron, Adrian Colin; Trivedi, Pravin K. (2005): Microeconometrics. Methods
and applications. Cambridge: Cambridge Univ. Press.

Cameron, Adrian Colin; Trivedi, Pravin K (2009): Microeconometrics using
Stata. College Station, Tex.: Stata Press.

Cheng, Simon; Long, J. Scott (2007): Testing for IIA in the Multinomial Logit
Model. In: Sociological methods & research 35 (4), S. 583—600.



Literatur 287

Cleves, Mario A.; Gould, William; Gutierrez, Roberto; Marchenko, Yulia
(2008): An introduction to survival analysis using Stata. 2. ed. College Station,
Tex.: Stata Press.

Cox, Christopher; Chu, Haitao; Schneider, Michael F.; Mufioz, Alvaro (2007):
Parametric survival analysis and taxonomy of hazard functions for the general-
ized gamma distribution. In: Statistics in Medicine 26 (23), S. 4352-4374.

Crown, William H. (1998): Statistical models for the social and behavioral sci-
ences. Multiple regression and limited-dependent variable models. Westport,
Conn.: Praeger.

Diaz-Bone, Rainer (2006): Statistik fiir Soziologen. Konstanz: UVK-Verl.-Ges.

Diekmann, Andreas; Mitter, Peter (1983): The 'sickle hypothesis'. In: Journal of
Mathematical Sociology 9, S. 85-101.

Diekmann, Andreas; Mitter, Peter (1984): Methoden zur Analyse von Zeitverlau-
fen. Stuttgart: Teubner (122).

Dunteman, George Henry; Ho, Moon-Ho R. (2006): An introduction to general-
ized linear models. Thousand Oaks, Calif.: Sage Publ.

Eliason, Scott R. (1993): Maximum likelihood estimation. Logic and practice.
Newbury Park: Sage.

Engelhardt, Henriette (1999): Lineare Regression mit Selektion: Moglichkeiten
und Grenzen der Heckman Korrektur. In: Kélner Zeitschrift fiir Soziologie und
Sozialpsychologie 51 (4), S. 706-723.

Enzmann, Dirk; Brettfeld, Katrin; Wetzels, Peter (2004): Mannlichkeitsnormen
und die Kultur der Ehre. Empirische Priifung eines theoretischen Modells zur
Erkldrung erhéhter Delinquenzraten jugendlicher Migranten. In: Dietrich Ober-
wittler und Susanne Karstedt (Hg.): Soziologie der Kriminalitit. Wiesbaden: VS
Verl. fiir Sozialwiss. (Kdlner Zeitschrift fiir Soziologie und Sozialpsychologie-
Sonderhefte, 43), S. 266-287.

Fox, John (2008): Applied regression analysis and generalized linear models. 2.
ed. Los Angeles: Sage.

Fox, John (2009): A mathematical primer for social statistics. Los Angeles, Ca-
lif: Sage.

Fry, Tim L. R.; Harris, Mark N. (1998): Testing for Independence of Irrelevant
Alternatives: Some Empirical Results. In: Sociological Methods & Research 26
(3), S. 401-423.



288 Literatur

Gangl, Markus (2010): Nichtparametrische Schétzung kausaler Effekte mittels
Matchingverfahren. In: Christof Wolf und Henning Best (Hg.): Handbuch der
sozialwissenschaftlichen Datenanalyse. Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozialwiss., S.
931-961.

Gautschi, Thomas (2010): Maximum-Likelihood Schétztheorie. In: Christof
Wolf und Henning Best (Hg.): Handbuch der sozialwissenschaftlichen Datenana-
lyse. Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozialwiss., S. 205-235.

Geiller, Rainer (2006): Die Sozialstruktur Deutschlands. Zur gesellschaftlichen
Entwicklung mit einer Bilanz zur Vereinigung. 2006. Wiesbaden: VS Verlag fiir
Sozialwissenschaften.

Giesselmann, Marco; Windzio, Michael (2012): Regressionsmodelle zur Analyse
von Paneldaten. Wiesbaden: VS Verlag fiir Sozialwiss.

Greene, William H. (2000): Econometric analysis. 4. ed. London: Prentice Hall
Internat.

Greene, William H. (2008): Econometric analysis. 6. ed. Upper Saddle River,
NJ: Pearson Prentice Hall.

Guo, Shenyang; Fraser, Mark W. (2010): Propensity score analysis. Statistical
methods and applications. Los Angeles, Calif: Sage.

Hannan, Michael T.; Carroll, Glenn R. (1981): Dynamics of Formal Political
Structure: An Event-History Analysis. In: American Sociological Review 46 (2),
S. 19-35.

Hannan, Michael T.; Freeman, John (1989): Organizational ecology. Cambridge,
Mass.: Harvard University Press.

Hannan, Michael Thomas; Carroll, Glenn R. (1992): Dynamics of organizational
populations. Density, legitimation, and competition. New York: Oxford Univ.
Press.

Heiss, Florian (2002): Structural choice analysis with nested logit models. In:
The Stata Journal 2 (3), S. 227-252.

Hosmer, David W.; Lemeshow, Stanley; May, Susanne (2008): Applied survival
analysis. Regression modeling of time-to-event data. 2. Aufl. Hoboken, N.J:
Wiley-Interscience.

Hougaard, Philip (2001): Analysis of multivariate survival data. corr. 2. print.
New York, NY: Springer.



Literatur 289

Huinink, Johannes (1989): Das Zweite Kind. Sind wir auf dem Weg zur Ein-
Kind-Familie? In: Zeitschrift fiir Soziologie 192-207, S. 192-207.

Kennedy, Peter (2008): A guide to econometrics. 6. Aufl. Malden, MA: Black-
well Pub.

Klein, Thomas (1990a): Soziale Determinanten der Lebenserwartung. In: Kélner
Zeitschrift fiir Soziologie und Sozialpsychologie 45 (4), S. 712-730.

Klein, Thomas (1990b): Wiederheirat nach Scheidung in der Bundesrepublik.
Eine empirische Untersuchung bislang vorliegender Theorieansétze aus der Per-
spektive des Lebensverlaufs. In: Kélner Zeitschrift fiir Soziologie und Sozialpsy-
chologie 42 (1), S. 60-80.

Kleinbaum, David G. (1996): Survival analysis. A self-learning text. New York,
Heidelberg: Springer.

Kohler, Ulrich; Kreuter, Frauke (2005): Data analysis using Stata. Lakeway
Drive, Tex.: Stata Press.

Kiihnel, Steffen; Krebs, Dagmar (2010): Multinomiale und ordinale Regression.
In: Christof Wolf und Henning Best (Hg.): Handbuch der sozialwissenschaftli-
chen Datenanalyse. Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozialwiss., S. 855-886.

Lankuttis, Teresa; Blossfeld, Hans-Peter (2003): Determinanten der Wiederheirat
nach der ersten Scheidung in der Bundesrepublik Deutschland. In: Zeitschrift fiir
Bevélkerungswissenschaft 15 (1), S. 5-24.

Liao, Tim Futing (1994): Interpreting probability models. Logit, probit, and
other generalized linear models. Thousand Oaks, Calif.: Sage.

Lokshin, Michael; Zurab, Sajaia (2004): Maximum likelihood estimation of
endogenous switching regression models. In: The Stata Journal 4 (3), S. 282—
289.

Lokshin, Michael; Zurab, Sajaia (2011): Impact of interventions on discrete
outcomes: Maximum likelihood estimation of the binary choice models with
binary endogenous regressors. In: The Stata Journal 11 (3).

Long, J. Scott (1997): Regression models for categorical and limited dependent
variables. Thousand Oaks, Calif.: Sage.

Long, J. Scott; Freese, Jeremy (2006): Regression models for categorical de-
pendent variables using Stata. College Station, Texas: Stata Press.

Long, J.Scott; Freese, Jeremy (2003): Regression models for categorical depend-
ent variables using stata. 2nd. ed., College Station, Tex.: Stata Press.



290 Literatur

Ludwig-Mayerhofer, Wolfgang (1990): Arbeitslosigkeit im Erwerbsverlauf. In:
Zeitschrift fiir Soziologie 18, S. 354-359.

Luhmann, Niklas (1990): Die Wissenschaft der Gesellschaft. Frankfurt am Main:
Suhrkamp.

Luhmann, Niklas (1992): Beobachtungen der Moderne. Opladen: Westdeutscher
Verlag.

Luhmann, Niklas (2005): Die Autopoiesis des Bewusstseins. In: Niklas Luh-
mann (Hg.): Die Soziologie und der Mensch. Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozial-
wiss., S. 55-108.

Maddala, Gangadharrao S. (1983): Limited-dependent and qualitative variables
in econometrics. New York, NY: Cambridge Univ. Press

McCullagh, Peter; Nelder, John Ashworth (2008): Generalized linear models. 2.
ed., London: Chapman and Hall.

McGinnis, Robert (1968): A stochastic model of social mobility. In: American
Sociological Review 33, S. 712-722.

Mesch, Gustavo S.; Fishman, Gideon (1994): First Readmission of the Mentally
I11: An Event History Analysis. In: Social Science Research 23, S. 295-314.

Mood, Carina (2010): Logistic Regression: Why We Cannot Do What We Think
We Can Do, and What We Can Do About It. In: European Sociological Review
26 (1), S. 67-82.

Morgan, Stephen Lawrence; Winship, Christopher (2007): Counterfactuals and
causal inference. Methods and principles for social research. Reprinted. Cam-
bridge: Cambridge Univ. Press.

Nelder, John Ashworth; Wedderburn, Robert W. (1972): Generalized Linear
Models. In: Journal of the Royal Statistical Society. Series A (General) 135 (3),
S. 370-384.

O'Connell, Ann A. (2006): Logistic regression models for ordinal response vari-
ables. Thousand Oaks, Calif: Sage.

Pindyck, Robert S.; Rubinfeld, Daniel L. (1998): Econometric models and eco-
nomic forecasts. 4. ed., internat. ed. Boston, Mass.: Irwin/McGraw-Hill.

Rabe-Hesketh, Sophia; Skrondal, Anders (2008): Multilevel and longitudinal
modeling using STATA. College Station, Texas: Stata Press.



Literatur 291

Sackmann, Reinhold; Weymann, Ansgar; Wingens, Matthias (Hg.) (2000): Die
Generation der Wende. Berufs- und Lebensverldufe im sozialen Wandel. Wies-
baden: Westdt. Verl.

Schunck, Reinhard; Windzio, Michael (2009): Okonomische Selbststandigkeit
von Migranten in Deutschland: Effekte der sozialen Einbettung in Nachbarschaft
und Haushalt. In: Zeitschrift fiir Soziologie 38 (2), S. 111-128.

Singer, Judith D.; Willett, John B. (2003): Applied longitudinal data analysis.
Modeling change and event occurrence. Oxford: Oxford Univ. Press.

Skrondal, Anders; Rabe-Hesketh, Sophia (2004): Generalized latent variable
modeling. Multilevel, longitudinal, and structural equation models. Boca Raton:
Chapman & Hall/CRC

Sununtar, Setboonsarng; Leung, PingSun; Stefan, Adam (2008): Rice Contract
Farming in Lao PDR: Moving from Subsistence to Commercial Agriculture.
Asian Development Bank Institute (ADBI Discussion Paper 90).

Train, Kenneth (1986): Qualitative choice analysis. Theory, econometrics, and
an application to automobile demand. Cambridge, Mass: MIT Press.

Train, Kenneth E. (2009): Discrete choice methods with simulation. 2. Aufl.
Cambridge: Cambridge University Press.

Tuma, Nancy Brandon (1985): Effects of labor market structure on job shift
patterns. In: James J. Heckman und Burton Singer (Hg.): Longitudinal analysis
of labor market data. 2008. Cambridge: Univ. Press, S. 327-363.

Tutz, Gerhard (2000): Die Analyse kategorialer Daten. Anwendungsorientierte
Einfiithrung in Logit-Modellierung und kategoriale Regression. Miinchen:
Oldenbourg.

Urban, Dieter; Mayerl, Jochen (2006): Regressionsanalyse. Theorie, Technik
und Anwendung. 2., Aufl. Wiesbaden: VS Verl. fiir Sozialwiss

Verbeek, Marno (2008): A guide to modern econometrics. 3. Aufl. Hoboken, NJ:
Wiley.

Wiggins, Vince (2011): Why are there so many formulas for the inverse of
Mills’ ratio? What if I have censoring from above/below in my Heckman selec-
tion model? STATA Corp.

Windzio, Michael (2000): Ungleichheiten im Erwerbsverlauf. Individuelle Res-
sourcen, soziale Schliefung und vakante Positionen als Determinanten berufli-
cher Karrieren. Herbolzheim: Centaurus.



292 Literatur

Windzio, Michael (2001): Organisationsdkologie und Arbeitsmarktmobilitdt im
sozialen Wandel. Eine empirische Analyse am Beispiel Ostdeutschlands. In:
Zeitschrift fiir Soziologie 30 (2), S. 116-134.

Windzio, Michael (2006a): Is there a deterrent effect of pains of imprisonment?:
The impact of ‘social costs’ of first incarceration on the hazard rate of recidi-
vism. In: Punishment & Society 8 (3), S. 341-364.

Windzio, Michael (2006b): The Problem of Time Dependent Explanatory Varia-
bles at the Context-Level in Discrete Time Multilevel Event History Analysis. A
Comparison of Models Considering Mobility Between Local Labour Markets as
an Example. In: Quality&Quantity 40, S. 175-185.

Windzio, Michael; Baier, Dirk (2009): Violent Behavior of Juveniles in a Multi-
ethnic Society: Effects of Personal Characteristics, Urban Areas, and Immi-
grants’ Peer Networks. In: Journal of Ethnicity in Criminal Justice 7 (4), S. 237—
270.

Winkelmann, Rainer; Boes, Stefan (2006): Analysis of Microdata. Berlin, Hei-
delberg: Springer-Verlag.

Wooldridge, Jeffrey M. (2002): Econometric analysis of cross section and panel
data. Cambridge, Mass: MIT Press.

Wooldridge, Jeffrey M. (2005): Introductory econometrics. A modern approach.
2. [ed.], Mason, Ohio: Thomson South-Western.

Yamaguchi, Kazuo (1991): Event history analysis. Newbury Park [u.a.]: Sage
Publ.

Zorn, Christopher J. W. (2002): U.S. Government Litigation Strategies in the
Federal Appellate Courts. In: Political Research Quarterly 55 (1), S. 145-166.



	Inhalt
	Vorwort
	1 Einleitung. Zustände und Ereignisse in den Sozialwissenschaften
	1.1 Ereignisse in der sozialwissenschaftlichen Forschung
	1.2 Die Erklärung von Zuständen
	1.3 Regressionsmodelle für Zustände und Ereignisse: Kategoriale und zensierte Daten

	2 Das generalisierte lineare Regressionsmodell
	2.1 Das lineare Regressionsmodell
	2.2 Nichtlinearität und Linkfunktionen
	2.3 Güte der Modellanpassung in generalisierten linearen Modellen
	2.3.1 McFadden
	2.3.2 Cox & Snell
	2.3.3 Cragg and Uhler, Nagelkerke
	2.3.4 McKelvey&Zavoina
	2.3.5 AIC und BIC
	2.3.6 Likelihood-Ratio-Test

	2.4 Die Modelle im Überblick

	3 Binäre logistische Regression
	3.1 Das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell
	3.2 Dichtefunktion und kumulative Dichtefunktion
	3.3 Log Odds, Odds, Wahrscheinlichkeiten
	3.4 Zweimal kumulative logistische Dichtefunktion zur Vorhersage von Wahrscheinlichkeiten
	3.5 Interpretation der Effekte
	3.6 Das Problem der Vergleiche der Koeffizienten über unterschiedliche Modelle hinweg
	3.7 Diagnostik
	3.8 Maximum-Likelihood und Modellanpassung

	4 Korrelierte Zustände und Übergänge: das bivariate Probit-Modell
	5 Ereignisanalyse I: Zensierung, Sterbetafel und Kaplan-Meier-Schätzer
	5.1 Merkmale von Ereignisdaten
	5.2 Der Vergleich von Survivorfunktionen
	5.2.1 Sterbetafel
	5.2.2 Kaplan-Meier-Schätzer


	6 Ereignisanalyse II: Regressionsmodelle
	6.1 Binäre logistische Regression als diskretes Ratenmodell
	6.2 Grundlegende Konzepte der Ereignisanalyse für stetige Zeit
	6.3 Maximum-Likelihood-Schätzung
	6.4 Exponentialmodell mit zeitveränderlichen Kovariaten
	6.5 Modelle mit stückweise konstanter Rate (PCE)
	6.6 Cox-Regression
	6.7 Die Verbindung von Theorie und Daten durch parametrische Ratenmodelle
	6.8 Residuen, Ausreißer und einflussreiche Fälle
	6.9 Modelle für gruppierte Daten

	7 Schätzung der Anzahl von Ereignissen: Modelle für Zähldaten
	8 Mehr oder weniger: Ordinale logistische Regression
	8.1 Darstellung des Modells
	8.2 Motivation des Modells
	8.3 Interpretation der Effekte
	8.4 Generalized Ordered Logit

	9 Multinomiale logistische Regression und deren Erweiterungen
	9.1 Konditionale Effektplots
	9.2 Unabhängigkeit von irrelevanten Alternativen
	9.3 Konditionales Logit-, Mixed-Logit- und Nested-Logitmodell
	9.4 Multivariates Probit-Modell

	10 Abgeschnittene, zensierte und selektive Daten: Tobit-Regression und Heckman-Modell
	10.1 Tobit-Regression
	10.2 Sample Selection Bias: Das Heckman-Modell
	10.3 Switching-Regression (Roy-Model)

	11 Literatur



